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Résuḿe :

Des simulations nuḿeriques de d́estabilisation de pentes granulaires sont réaliśees. L’́evolution de l’́etat des
contraintes des empilements granulaires est analysée auxéchelles locales et globales. Nous mettons enévidence
une transition peu avant l’avalanche suivant un mécanisme de type percolation. Ces résultats sugg̀erent une ana-
logie entre instabilit́e d’avalanche et transition de phase.

Abstract :

Numerical simulations of granular slopes destabilisation are carried out. The evolution of the stress state is ana-
lysed both at local and global scale. We show the existence of a transition short before the avalanche following a
percolation-like mechanism. These results suggest an analogy between avalanche instability and phase transition.
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1 Introduction

Au del̀a de la vision moyenne de Coulomb, qui repose sur la définition de propríet́es de frot-
tement effectif, la stabilit́e des pentes granulaires et le déclenchement des avalanches de surface
demeurrent un ph́enom̀ene mal compris [1, 2, 3, 4]. En particulier, l’évolution de l’́etat interne
des milieux granulaires̀a l’approche de la limite de stabilité resteà explorer. Afin d’aborder
cet aspect, nous réalisons des expériences nuḿeriques de d́estabilisation de pentes granulaires
à deux dimensions. Alors que les empilements granulairesévoluent vers l’instabilit́e d’ava-
lanche, nous analysons l’état des contraintes auxéchelles locales et globales. Nous montrons
que l’approche de la limite de stabilité implique unéevolution de type percolation, suggérant
une analogie avec un ḿecanisme de transition de phase. La modification de l’état interne des
empilements observés constitue un précurseur important de l’avalanche. Le rôle probable de
cette transition dans le comportement métastable des pentes granulaires resteà clarifier.

2 Méthode Nuḿerique

2.1 L’algorithme de dynamique des contacts

Le milieu granulairéetudíe est mod́elisé gr̂aceà l’algorithme de dynamique des contacts
appliqúe à deux dimensions [5, 6]. Les grains sont circulaires et parfaitement rigides ; ils inter-
agissent au contact par une loi de non-interpéńetrabilit́e et une loi de frottement de Coulomb.
Ces deux lois sont représent́ees Figure 1. La loi de non-interpéńetrabilit́e impose que la force
normaleN appliqúee au contact entre deux grains soit positive uniquement (excluant toute
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FIG. 1 – Lois de contact : non-interpéńetrabilit́e
(gauche) et frottement de Coulomb (droite).

FIG. 2 – Sch́ema de l’exṕerience : un em-
pilement bi-ṕeriodique est inclińe à vitesse
constante dans le champ de gravité.

adh́esion), et s’annule d̀es que la vitesse relative normalevn entre les grains devient positive
(excluant toute interactioǹa distance). La loi de frottement de Coulomb implique que la force
tangentielle au contactT soit borńee par le seuil de frottement de CoulombTs = µN , où µ est
le coefficient de frottement de contact. La vitesse relative tangentiellevt des grains au contact
est nulle tant queT demeurre inf́erieureàTs ; réciproquement, une glissement non nul au point
de contact impliqueT = Ts. De plus, l’introduction d’un coefficient de restitution Newtonien
permet de contr̂oler la dissipation d’́energie lors des collisions.
Ces lois de contact sont non-régulìeres ; leur utilisation ńecessite un processus itératif qui per-
met de ŕesoudre leśequations de la dynamique pour chaque grain. Quoique simplistes, elles
permettent de reproduire très bien la dynamique d’ensemble d’une masse granulaire, et en par-
ticulier les effets collectifs induits par le réseau connexe des contacts [7].

2.2 Dispositif« expérimental »

Les simulations pŕesent́ees ici ontét́e ŕealiśees avec un coefficient de restitution nul et un
coefficient de frottement constantµ = 0.5. L’ordonnement ǵeoḿetrique de l’empilement des
grains est consid́erablement atténúe en choississant leur diamètred avec une probabilité uni-
forme dans un intervalle tel quedmax/dmin = 1.5 ; dans la suite,D désigne le diam̀etre moyen
des grains. Les empilementsétudíes sont ŕealiśes par pluviation aléatoire des grains sur un fond
rugueux. Afin de s’affranchir des effets de bord dusà la pŕesence de parois verticales pour confi-
ner le milieu, les empilements simulés sontbi-périodiques, c’est-̀a-dire infiniment reproduits
dans la directionx (voir le sch́ema 2). La cellule de simulation initiale compte 8000 grains ; sa
hauteur estH ' 40D et sa largeurL ' 200D.
Les syst̀emes sont soumis̀a une rotation constante de1◦s−1 dans le champ de gravité, de sorte
que l’angle forḿe par la surface libre avec l’horizontaleθ crôıt de 0à l’angle d’avalancheθc

pour lequel l’empilement est déstabiliśe et unécoulement de surface apparaı̂t.

3 Évolution de l’ État des Contraintes

3.1 Définition du tenseur des contraintes

Afin d’ évaluer l’́etat des contraintes̀a la foisà l’échelle de l’empilement entier età l’échelle
des grains, le concept de tenseur des moments internes est utilisé [8]. Dans un empilement
évoluant de façon quasi-statique, ce tenseurM évalúe pour un grain donńep obéit à l’expression
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suivante :
Mij(p) =

∑
α∈Nα(p)

rα
i fα

j , (1)

où i et j sont les directions de l’espace,α désigne les contacts dans lesquels le grainp est
impliqué, r est le vecteur point de contactα reṕeŕe par rapport au centre du grainp, et f est
la force appliqúee au point de contactα. Par d́efinition, ce tenseur est additif de sorte que le
tenseur des momentśevalúe pour un volume de grains donné est simplement la somme des
tenseurśevalúes pour chaque grain individuellement. De plus, le tenseur des momentsM par
unité de volume tend vers le tenseur des contraintes de Cauchy lorsque le volumeV sur lequel
il est évalúe devient grand. Nous avons alorsM = σV . Dans la suite, nouśevaluerons donc
l’ état des contraintes de l’empilement en utilisant la définition 1.

3.2 Évolution des contraintes macroscopiques

FIG. 3 – Évolution deσT /σN le long de la
surface libre en fonction detan(θ).

FIG. 4 –Évolution deΓ en fonction desin(θ)
(voir texte pour la d́efinition deΓ).

Dans un premier temps, l’état des contraintes est calculé pour l’empilement entier. En par-
ticulier, nousévaluons la contrainte normaleσN et la contrainte tangentielleσT le long de la
surface libre. L’́equilibre des forces le long de la surface libre implique, tant que l’équilibre de
l’empilement est pŕeserv́e :

σT

σN

= tan(θ), (2)

où θ est la pente de l’empilement (voir Figure 2). L’évolution du rapportσT /σN est repŕesent́ee
sur le graphe de la Figure 3 en fonction detan(θ). On observe que l’égalit́e 2 est parfaitement
vérifiée. Le rapport du d́eviateur sur la pressionΓ = (σ1 − σ2)/(σ1 + σ2), où σ1 et σ2 sont les
valeurs propres du tenseur des contraintes, est représent́e sur le graphe de la Figure 4 en fonction
desin(θ). La valeur observ́eeà θ = 0 indique que l’́etat initial de l’empilement est lég̀erement
anisotrope ;̀a ce d́ecalage pr̀es, on observeΓ ∝ sin(θ). À partir detan(θ) ' 0.35, c’est-̀a-dire
θ ' 19.3, l’accroissement de la contrainte cisaillante en réponsèa l’augmentation de la pente est
interrompue. Le rapportσT /σN resteà peu pr̀es constant, d’òu nous d́eduisons que le processus
de rupture de pente et de départ d’avalanche est initié. Nous obtenons pour l’angle d’avalanche
la valeurθc ' 19.3. En suivant l’analyse de stabilité de Coulomb, nous pouvons définir le
coefficient de frottement effectif de l’empilementµe tel queµe = tan(θc) = 0.35 caract́erisant
la limite de stabilit́e. Nous d́efinissonśegalement la contrainte seuilΓc = sin(θc) correspondant
au maximum de chargement déviatorique acceptable avant rupture de l’empilement.
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17 èmeCongr̀es Français de Ḿecanique Troyes, – septembre 2005

3.3 Distribution des contraintes locales

FIG. 5 – Carte des contraintes associées aux
grains pourθ = 0, θ = 10◦ et θ = θc (de haut
en bas).

FIG. 6 – Proportion de grains surcontraints
en fonction de la penteθ (voir texte pour les
définitions).

Afin d’obtenir une image plus complète de la façon dont l’empilement dans son ensemble
atteind l’́etat de contrainte limiteΓc, nous nous int́eressons au tenseur des contraintes des grains.
Pour ce faire, nous calculons le tenseur des momentsM de chaque grain suivant l’équation 1.
Dans la suite nous nous intéressons au rapport des contraintes, nous n’avons donc pas besoin
de d́efinir le volumeV sur lequel celles-ci sont calculées. Nous d́eduisons donc le comporte-
ment deσ directement̀a partir deM . Pour chaque grain, le rapport du déviateur sur la pression
γ = (σ1−σ2)/(σ1 +σ2) est calcuĺe. La Figure 5 repŕesente l’́etat de l’empilement pour trois va-
leurs de la penteθ = 0, θ = 10◦ et θ = θc ; en noir sont repŕesent́es les grains tels queγ > 2Γc,
tandis que les grains tels queγ < 0.05 sont repŕesent́es en blanc. Entre ces deux valeurs cou-
pure, l’échelle de couleur est linéaire. Dans un premier temps, nous voyons dans la distribution
desγ la grande h́et́eroǵeńeité des contraintes locales. Alors que la pente augmente et que l’em-
pilemenent s’achemine vers la limite de stabilité, les zones de plus fort déviateur crôıssent et se
joignent, de sorte que petità petit, des zones de plus fort chargement se contruisent.

4 Mécanisme de Percolatioǹa l’Avalanche

Nous nous int́eressons aux grains« surcontraints», dont l’état de contrainte a dépasśe l’état
de contrainte limite macroscopique, c’est-à-dire les grains tels queγ ≥ Γc. L’ évolution de
la proportionp0 de ces grains dans l’empilement en fonction de l’angle de la penteθ est
repŕesent́ee Figure 6. Elle crôıt de façon monotone et atteind la valeur maximum0.6 au d́epart
de l’avalanchèa θ = θc. L’augmentation de la proportion de grains surcontraints correspondà
une structuration particulière de l’empilement, comme observé pŕećedemment. Leur apparition
obéit à une distribution spatiale sous forme d’amas, rappellant un mécanisme de type perco-
lation. Cetteévolution apparâıt clairement sur la Figure 7 qui montre la distribution spatiale
des grains surcontraints (représent́es en noir) pourθ = 0, θ = 10◦ et θ = θc. De manìereà
préciser l’́evolution de l’́etat de contrainte locale de l’empilement, et de le corréler avec l’́etat
de contrainte macroscopique (en particulierà l’initiation de l’avalanche), nouśevaluons les
corŕelations spatiales qui caractérisent la distribution des contraintes. Pour cela, nous calculons
pour chaque grain surcontraint le rayon du voisinage`c tel que dans ce voisinage, le tenseur des
contraintes v́erifie (σ1 − σ2)/(σ1 + σ2) = Γc (voir Figure 8). Nous pouvons donc, au cours de
l’ évolution vers la limite de stabilité, calculer le rayon moyen〈`c〉 des zones ayant atteint l’état
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FIG. 7 – Distribution spatiale des grains surcon-
traints (en noir) pourθ = 0, θ = 10 et θ = θc

(de haut en bas).

FIG. 8 – Voisinage circulaire de rayon
`, centŕe sur un grain surcontraint,
dans lequel le tenseur des contraintes
estévalúe.

de contrainte limiteΓc, et surtout leur taille maximum̀max
c . L’ évolution de ces deux quantités

est repŕesent́ee sur les graphes 9-a et -b respectivement. On observe que〈`c〉 augmente d’abord
très lentement puis de façon plus marquéeà partir deθ = 15◦, apr̀es quoi〈`c〉 oscille autour de
la valeur7D. L’ évolution dè max

c est plus frappante : une nette discontinuité à θ = 15◦ amène
`max
c à une taille comparablèa la taille du syst̀eme. Ce comportement, qui constitue un impor-

tant pŕecurseur de la d́estabilisation, rappelle de nouveau un mécanisme de percolation ; il est
intéressant de remarquer, sur la Figure 6, que la valeur prise parp0 à θ = 15◦ (p0 ' 0.45) cor-
respond au seuil de percolation de sites pour des empilements aléatoires̀a deux dimensions [9].
La figure 10 montre les variations de volume de l’empilementεV = |V − V0|/V0 en fonction
deθ, V étant le volume courant etV0 le volume initial. On observe une phase de contractance
suivie d’une phase de dilatance, classiquement observées lors du cisaillement de sables denses.
La transition observ́eeà θ = 15◦ dans l’́evolution des contraintes locales (Figure 9) correspond
ici à la transition entre contractance et dilatance, età l’apparition d’un cisaillement cohérent.

5 Conclusion

Nous avons analysé l’évolution des contraintes dans un empilement granulaire bidimensio-
nel évoluant vers l’instabilit́e d’avalanche en utilisant la simulation numérique par dynamique
des contacts. Les contraintes sont calculéesà la fois à l’échelle des grains età l’échelle de
l’empilement. Leurévolution estétudíee en fonction de la pente de la surface libreθ. Nous
mettons eńevidence l’existence d’une transition dans l’état des contraintes̀aθ = 15◦, quelques
degŕes avant la d́estabilisation qui se produità θ = θc ' 19.3◦. L’intervalle [15, θc] correspond
à l’apparition d’une d́eformation dilatante, et traduit une transformation de l’état du syst̀eme.
Cette transition suit un ḿecanisme de type percolation et suggère une analogie entre instabilité
d’avalanche et transition de phase.
Ces ŕesultats sont en accord avec l’analyse de la mobilisation des forces de frottementà la
limite de stabilit́e [10, 11]. Il est tentant de voir dans le changement d’état observ́e quelques
degŕes avant l’angle limiteθc, et dans la ḿetastabilit́e des pentes granulaires dans cet intervalle
d’angle [12], une m̂eme ph́enoḿenologie.
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17 èmeCongr̀es Français de Ḿecanique Troyes, – septembre 2005

FIG. 9 – Taille moyenne〈`c〉 et taille maxi-
mum `max

c des zones ayant atteint l’état de
contrainte limiteΓc en fonction deθ.

FIG. 10 – Variations du volume de l’empile-
mentεV = |V − V0|/V0 en fonction deθ.
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