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Introduction

But: mettre en ceuvre des équations plus simples que Navier Stokes

Simulations temps réel/ traitement d'image

Partant de Navier Stokes

e NS est simplifié en un jeu plus simple d'équations

— comprenant les échelles pertinentes
— les phénomenes les plus importants

e on simplifie encore plus par des équations intégrales 1D

e On compare ensuite dans certains cas les trois approches NS/ RNSP/ Intégral



RNSP Scales

En utilisant:

¥ = xRoRe, r* =rRy, u* = Uyu, v* = %v, t* = tﬁ—gRe,

p* = pg+ poUgp and 7% = =07

le systeme suivant d'équations différentielles est obtenu a partir de Navier Stokes,
lorsque Re — o0:



RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System



RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System

0 0
—u+—rv = 0,

ox ror



RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System

9.0,

or | ror -
% %, o . op 0,0
ottt e = e i)



RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System

2 _|_i = 0
or | ror -
% %, o . op 0,0
ottt e = e i)
0o — _op



RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System

2 _|_i — O
oz " ror
9 0 o . op 9 0
ot T Wagt TV = T e
dp
0 = —

1+ Les conditions aux limites.



3 Applications

e Application 1/3:
écoulement instationnaire dans un tuyau souple axi symétrique (artere)
comparaison RNSP/ Intégrale

e Application 2/3:
écoulement stationnaire dans un tuyau rigide axi symétrique (artére sténosée)
évaluation de la valeur de la contrainte maximale

e Application 3/3:
écoulement stationnaire dans un tuyau rigide 2D symétrique (modeéle expérimental
de glotte)
écoulement instationnaire dans un tuyau souple 2D symétrique (modele numérique
de glotte)
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Application 1/3: Ecoulement dans une artere élastique

Adimensionnement:

' - U, SR/T
Divergence de la vitessse: =Y ~ (OR/T)
A Ry

Conservation de qt. mvt.: p=2 ~ k% donc A = T'\/((kRy)/p)

2
Non linéarité (52)/(%) = o&
0

)
Viscosité: (ug—%)/(p%) 1/%
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0 0

%u—l—ﬁfrv:@,
@Jr <3+3)__8p+2775’<3)
Ot =2 Yor T or T Tar T azror or



Application 1/3: Ecoulement dans une artere élastique
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ox ror
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ot + 82<u8_:cu + vgu) T Oz + a2 ror rﬁru),o - Or
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Application 1/3: Ecoulement dans une artere élastique

3u + ifrv =0
ox ror
ou 9, o . Op 2m0, 0 ~ Op
ot + 82<u8_:cu + vgu) T Oz + a? ror fr(%u), 0= or
o — 5_R7 o= Ry 21w /T
Ro 1%

- élasticité de la paroi: p(z,t) = k(R(x,t) — Ro)

+ Conditions aux limites: ici hyperboliques(R(x;y,t) and R(xoqyt,t)) données.



Ecoulement dans une artere élastique: relations intégrales

- relations intégrales: adaptées des relations de Von Karman

L'idée consiste a intégrer transversalement les équation (par rapport a la variable réduite
n =r/R) du centre du tuyau a la paroi (0 <7n <1).

- Uy, la vitesse le long de |'axe,
- ¢ une sorte de perte de flux de masse (61),

- I" une sorte de perte de flux de quantité de mouvement (4s):

1 1
Uo(z,t) = u(z,n =0,t), q=R*Uy— 2/ undn) & T = R*(UZ — 2/ w?ndn).
0 0



Ecoulement dans une artere élastique: relations intégrales

En intégrant I'équation de la masse:

OR? 0
W+82%(R2U0 —Q) = O, R = 1‘|‘€2h.

En intégrant I'équation de quantité de mouvement, grace aux conditions aux limites:

dq 0 0 2T ou 0%y

ot + 82(EF - UOEQ) = —2?77 T = (8—77)‘?7:1 - (a—ng)‘nzo-

De la méme équation évaluée sur I'axe de symétrie (en 7 = 0), on obtient une équation
pour la vitesse le long de I'axe Uy(z, t):

9Uo 9Uo _@+22_7TE _ (@)‘
ot or  Oxr ~a?R? 0= o2’ 1=

Conditions aux limites: donnée de (h(x;n,t) and h(zoyu, t)).



Fermeture

Les deux équations précédentes introduisent la valeur du frottement en n = 0, sur
'vae (D2 _ .. (0
"axe: ((5,2)ln=0) le frottement en n =1, sur la paroi: ((F2)|n=1)-

- de l'information a été perdue, nous avons besoin d'une relation de fermeture entre
(Fa T, TO) et (Q7 R7 UO)

- on doit imaginer des profils de vitesse et en déduire des relations liant I', 7 ety et
q, Up et R.



Fermeture: Womersley

e L'idée la plus simple consiste a utiliser les profils de la solution linéarisée donnée par
Womersley (1955):

1 — j‘)((?iﬁo‘?
G + i) = | —28
Jo(i3/2oz)

e On suppose alors que la distribution de vitesse a la méme dépendance en n. Cela
veut dire que l'on suppose que le mode fondamental impose la structure radiale de
I"écoulement.

Exemples profils animés :



Les coefficients de fermeture
- par intégration/ dérivation, on trouve:
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Les coefficients de fermeture
- par intégration/ dérivation, on trouve:

2
q q q
I' = ’quﬁ + fYqquO + 7uuR2U37 T = Tqﬁ + 7_quO T0 — 7_Oqﬁ + 7_OquO-

Les coefficients ((7Vqqs You, Yuu)s (Tgs Tw)s (Tog, Tow)) Ne dépendent que de a.

v = 1= [ 2/ 0= [aa)) [ [+
o finfarets o fon i
Sy Sy EARIY !
Tou = Opjrn=0 + Oyjin=o/ / Ji = Oy Jin=o0 / Jr)/ / Ji-



Remarques

- La différence principale avec d'autres relations intégrales est que dans notre
approche on introduit une relation supplémentaire (c.f. |'aéronautique). Plutot que g,
I' ou Uy les auteurs utilisent ), ()5 et Uy:

R
Q = / o2rurdr  Q/m = UyR* — q
0

R
Q2 = / 2mruidr Qo/m =UGR? — T
0



Remarques
Soustrayant la troisieme de la seconde on obtient le " systéme classique”:
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OR 0
2mR— —(Q) =0
ot +€20x(Q) ’
oQ) 0 5 Op 2w Ou
il el _ _aR25E TPy
ot +€26’x(Q2) Y or +7T042(877)’77_1
Le frottement pariétal (7 = i—g(g—g)\nzl) est souvent estimé par 7= —2—757%3, qui n" est
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Remarques
Soustrayant la troisieme de la seconde on obtient le " systéme classique”:

OR 0
2TR— + ¢ =0,
TR—- + &5 (Q)
oQ) 0 Op 2w Ou
il —_ — _—1TR?
ot +€26’x(Q2) 4 6’x+ 042(877)’77 !
Le frottement pariétal (7 = i—g(g—g)\nzl) est souvent estimé par 7= —875 %3, qui n" est
vrai que pour Poiseuille. |l est parfois remplacé par la relation instationnalre
8’7’1 8 (’9@
T, — = —— T :
g T @ Tag )

- Nous ne prétendons pas que notre description est meilleure, mais pour une entrée
sinusoidale a €5 = 0 nous retrouvons bien la solution linéaire de Womersley.

Nos profils sont réalistes car ils présentent un "overshoot” et un courant de retour
prés de la paroi.



Comparaison RNSP/ Intégral 1D/ pur Womersley

e RNSP
g’UJ + irv =0
ox ror
Ou 0 0o . Op 2md , 9 . dp
m + 62(u%u + vﬁu) =5 + ozzr@r(ré?ru)’o =
e Intégral 1D
OR? s,
W + 82%(R2U0 - Q) =0, R=1+4e2nh.
aq 0 0 Q7T ou 82u
9o Uy Op 2T T 0w
—— + &Up—— = 2

o %y = o Piere T Gplheo
p(z,t) = k(h(x,t))

o \Womersley



0.8
B.L. —
wom3(x,2.5) ----

0.7 -

=2.5)

h(x,t

-0.2 +

-0.3

Figure 1. Le déplacement de la paroi au temps t = 2.5 (h(x,t = 2.5)) en fonction de x
est tracé. Le tiré (wom3(x,2.5)) est la solution de Womersley de référence, le trait plein
est le résultat de code de couche mince RNSP et les points (intg) sont le résultat de la

solution intégrale (a« =3, k1 =1, k; = 0 and g5 = 0.2).



Méthode inverse

En utilisant les équations RNSP comme données synthétiques on cherche a retrouver
les paramétres par une méthode inverse (rétropropagation...)

Settle a non invasive method to estimate wall elasticity

Reality Model
physical pal:amgtem A numerical parameters
» AX
—r [N .
— X
X m c

Minimisation entre la "mesure” et le calcul 1D en un point.
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Méthode inverse

| |
"a=5h. k1=1.00 k2
"a=5h. k1=1.00 k?
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2000 2500

Exemple de résolution: historique des itérations pour retrouver la valeur visée k = 1.



Application 1/3: Ecoulement dans une artére élastique:
Conclusion

e On a une bonne description RNSP/ équations intégrales

e Les tests ont été effectués en direct et en inverse



Application 2/3: Ecoulement dans une artére sténosée
collaboration: S. Lorthois IMFT

(F. Cassot & M.-P. Vergnes, INSERM, 4+ B. de Bruin RuG)

1 — 1 T T T

.. i ] -
~
0.5 \\\ /
. 4
.|
Pl
8.5 // \
_f"/ Ny
1 "1 1 1 1 1 1

@ 8.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
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RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System

0 0

p + UG 0,
9, 0 ~ Op 0,0
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RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System

9 + irv = 0
oz ror
9, 0 ~ Op 0,0
(u%u i vgu) ~ o rafr(r(‘?ru)’
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RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System

9 + irv = 0
oz ror
9, 0 ~ Op 0,0
(u%u i vgu) ~ o rafr(r(‘?ru)’
Ip
0 = .

1+ Les conditions aux limites.



RNSP: RegucedaNavier Stokes/ Prandtl System

a—xu—kﬁrv = 0,
9 o . op o, 0
W e T e Trar e
op
0 = —-

- symétrie axiale (O,u =0etv=0enr =0),
- adhérence a la paroi (u=v=0enr=1— f(x)),
- profils d'entrée (u(0,7) et v(0,7)) donnés

*
T

- pas de condition de sortie en Zout = 24

- streamwise marching (résolution en suivant I'écoulement)
méme lorsqu’il y a séparation .



Evolution du profil de vitesse le long du convergent dans une sténose a 70%

Vessel Wall

(Re = 500) ; e

trait plein: oLl
Poiseuille en entrée R
- - - - trait pointillé: 06 |
profil plat en entrée |
04




Frottement pariétal — Wall Shear Stress

400

Flat ----

350 L Poiseuile — |

300

250

200

WSS

150

100 -

50 -

0

X

Evolution de la distribution de WSS le long du convergent (sténose de 70% Re = 500);
trait plein: Poiseuille en entrée, - - - - trait pointillé: profil plat




Exemple de résolution numérique

Valeurs variées du degré de sténose: animation




Couche Limite / Fluide Parfait

200

] ] ]
frottement a=0.80 ———

150 /\K .

100 j | o




Boundary Layer/ Perfect Fluid

La Couche Limite est générée pres de la paroi
01 |'épaisseur de déplacement.



Couche Limite / Fluide Parfait

—_— —
JE—
—>_ —_— —_—
d ]
=
\

01 |'épaisseur de déplacement se comporte comme une nouvelle paroil!!!
— Interacting Boundary Layer (IBL) [Couche limite Interactive]



RNSP/ IBL

Apres adimensionnement:

r=R(Z) — (A Re)™ 2y, uw=a, v=(\Re)/?v et x —x, = (\/Re)T , p = P, ol
xp, est la position de la sténose, les équations RNSP(x) donnent le probleme final IBL
(interacting Boundary Layer):

ou 0 _,

or On
(—@_'_ —@) — 57 de _|_3@
Yoz T Von’ T " as T onon

avec: 4(,0) =0, 9(Z,0) = 0 a(F,00) = u, ot 6 = [, (1 — 2-)dn, et

1
YT (R2=2((M\/Re) " 2)5y)




IBL intégral: équation 1D

d 51 = 2 due f2
daz(H> or(1 H) dx 51u€
1

Ye = (RZ_2(\/Re)-1/28,)

Pour résoudre ce probleme une relation de fermeture liant H et f, a la vitesse et a
|'épaisseur de déplacement doit étre trouvée:

On définit Ay = §7%%

le systeme est fermé par la résolution des profils de Falkner Skan:
si A1 < 0.6 alors H = 2.5905exp(—0.37098A1), sinon H = 2.074.

De H,f5 est calculé par fo = 1.05(—H 1 +4H?).
exemples de profils




IBL intégral: Equation simplifiée pour le frottement (Shear Stress)
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IBL intégral: Equation simplifiée pour le frottement (Shear Stress)

- variation de la vitesse (conservation du flux) Up — Up/(1 — a— 87)?

A
Re)\'

- accélération: couche limite 0; ~
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IBL intégral: Equation simplifiée pour le frottement (Shear Stress)

- variation de la vitesse (conservation du flux) Up — Up/(1 — a— 87)?

- accélération: couche limite 07 ~ \/IA%TX avec Rey = —(ﬁg‘;% = —(ieoi‘)g

__(Re/N)'/?
~ (1-a)3

- WSS = (variation de vitesse)/(épaisseur de couche limite)



IBL intégral: Equation simplifiée pour le frottement (Shear Stress)

- variation de la vitesse (conservation du flux) Up — Up/(1 — a— 87)?

- accélération: couche limite 07 ~ \/IA%TX avec Rey = —(ﬁgc)’% = —(ieoi‘)g

/
- WSS = (variation de vitesse)/(épaisseur de couche limite) :(}(%1612);32
Une formule simple peut €tre déduite:
ou* 4U, Re/\)Y/? +3)

WSS = (ugi)/((n ) ~ 2

Le nombre de Reynolds pertinent n’est plus Re = UyRy/v mais Re) et (Re/\)/? est
I"inverse de |I'épaisseur relative de couche limite



IBL intégral: Comparaison avec Navier Stokes (Siegel et al. 1994)

WSS = aRel/? + b

Coefficient a et b du maximum de WSS.
lignes avec triangle A et "carré” : coefficient a et b
obtenus en utilisant la méthode IBL;

& @ coefficient a obtenu par Siegel pour A = 3 ;
X : coefficient a obtenu par Siegel pour A = 6 ;
(O : coefficient b obtenu par Siegel pour A = 3 ;
+ : coefficient b obtenu par Siegel pour A\ = 6.




16

14

12

10

Test de I'asymeétrie du profil d’entrée

. RNSP —
COMFLO flat +
COMFLO Pois ---------

COM FLOI scheef

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

The velocities in the middle for Comflo and RNS.

Comflo uses here 50X50X100 points. Dimensionless scales!



Application 2/3: Ecoulement dans une artére sténosée:
Conclusion

On a une bonne description RNSP/ équations intégrales/ Navier Sokes
On a une solution ANALYTIQUE donnant la valeur du frottement parital

Manips in vitro a I'|NSERM Toulouse



Application 3/3: Ecoulement dans la glotte

collaboration E. Berger (LMM/ENSTA), M. Deverge (TUE), C. Vilain (ICP)
& A. Hirschberg (TUE) + B. de Bruin (RuG)

idem en 2D !l
0 0
a—xu + a—y'U = O,
(gu) + ugu + vgu I + a—Qu 0= _9
ot or . oy oLt a2 ot

Dans un premier temps (%u) =0

(1)
(2)



Application 3/3: Ecoulement dans la glotte, (2u) =0

VAL - 130
-9, 11E=01
< 8, 3IR+00

=0, 70
-0.29

0.13

0.54




glottis




Application 3/3: Ecoulement dans la glotte

e "distribution” de pression quasi invariante:
K. = P,/P,, a peu prés constant K, ~ (0.82
K, = P,/P,, a peu pres constant K, ~ 0.97.
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Application 3/3: Ecoulement dans la glotte

e "distribution” de pression quasi invariante:
K. = P,/P,, a peu prés constant K, ~ (0.82
K, = P,/P,, a peu pres constant K, ~ 0.97.

e En écrivant la loi de Bernoulli on a le saut de pression:

1 1
P, ~—
" 2((1—04—510)2

—1).

e avec §1, ~ (1 — a)(Re)"1/?



Expériences

-50

-100 |

-150 |

-200 |

-250

-300 |

Pg(a)

-350

-400 |-

-450 |-

-500 |

_550 | | | | |
0.955 0.96 0.965 0.97 0.975 0.98 0.985

alpha

"pgl” : (—0.17PF/pUs) , "pg2" (P;/pUs) ( P} e P; pressions expérimentales)




Test de I’” upstream influence” (Re=200)

Case 1
0.2 —
g 0{ - ‘
> o2kt e
2 15 1 05 0 05 1 15 2 25 3
¥ axis
Case 2
» 02, T
- }
- ookl 1 1 - "-_T_ it ) ) )
2 15 1 05 0 05 1 1.5 2 25 3
X axis
Case 3
_W 0'2 . —
g 0{
= ookt T _|_ e
2 1.5 1 05 o] 05 1 1.5 2 25 3
¥ axis
Case 4
0.2 - L
g 0{ ‘
e 0oLl , T
2 1.5 1 05 0 05 1 1.5 2 25 3
¥ axis
Case 6
o 0.2 "—-\._\__ -
2 0{
> o2 4 . . 4 . . .
2 15 1 05 0 05 1 1.5 2 25 3

- x aXISI ,
'aval influence-t-il I'amont?



Test de l'influence Aval/Amont (Re=200)

100 T T T T

5+ / NC  Case8 -

20 |

85 -

80 -

75

velocity

70

:?"TT?i*~—~~+,‘it++’*-+. "
S e R
JK Hsk L o+
/K * ¥

K A A ARG RH AL L X XK K XK X XK KX KKK X

65

60

55

50 |

45 1 1 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2

length of tube

The velocity in the middle of the tube for stenosis 1, 2, 3, 4 and 6.
Dimensions in cm

L'aval n'influence pas |I'amont!



Couplage a une paroi souple de masse non nulle

Ju (0, 45*) = L -
_'_qT. .
i o~ L__.-' ",
.-"'-. .-__.-""l. x"'\.

On se donne un rétrécissement dans le canal: h(z,t) = (1 — (a+ n(t))f(x))
On va en déduire la force exercée par le fluide sur la paroi:

F(t) = - / (p(z, —h(z)) — po(x))dz

pression po(x) sans perturbation (1 = 0, stationnaire, o # 0)



Couplage a une paroi souple de masse non nulle

7 serait le premier mode de vibration de la structure
F'(t) est la projection de la pression sur ce mode

d(Zi’” Fwpn(t) = —PaP(n(t), =7~ 1)

. - _ . dn(t=0)
condition initiale: n(t = 0) et =5— = 0.




Couplage a une paroi souple de masse non nulle

d*n(t)

o Hwgn(t) = —PaP(n(t), = =, 1)

Si n est petit, on va montrer que P a deux contributions (m; et my paramétres
positifs):
dn(?)

dt

P(n(t), ——=,t) ~ —min(t) — mo

71 décroit |'élasticité
mo Crée une atténuation négative



Solution analytique a faible hauteur de bosse dans un écoulement
de Poiseuille

A o

X1

La solution est une perturbation de la solution de base:

u=1y,v=>0



Solution analytique a faible hauteur de bosse dans un écoulement
de Poiseuille

Dans le cadre de la théorie de la Triple Couche (Double Couche!), on trouve la
perturbation de pression:

p=TF YT F[y,](ie) "3 Ai' (—iY3wa~1/3) h Ai(2)dz)]

_i1/3,0-1/3

Si w tend vers zero:
p = —TF [(ia)"/*(=34i'(0)) T F[y.]]-
—TF 1 -9A4i(0)A7 (0))(—iwT Fly,))/(ia)] + ...

A flux fixé, il y a toujours oscillation



Chute de Pression imposée

On ne se donne plus le premier profil de vitesse,
mais au contraire on se donne la chute de pression,

on doit donc trouver quel était le flux a I'entrée ¢(t)

¢ — RNSP - AP
AP _[RNSP——¢

A chute de pression donnée, on peut avoir les deux comportements.



Chute de Pression imposée
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One example of the oscillation of the wall n(t) 4+ « of the mass/ spring system as a function of time, various values of o are —0.2 (aneurism), 0.0

(flat wall), 0.2, 0.4, 0.6 and 0.8 from bottom to top (wg =1, S =1, P; =10, a = 0.8, ng = 0.05, AP = —-0.3, zs = 0.1, Is = 0.2,

Z;p = 0.0 and x4, = 0.3).



Chute de Pression imposée
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Valeur critique de AP, fonction du degré de sténose a (wp =1, S =1, P; = 10,
no = 0.05, I =0.2, x5 = 15/2, x;n = 0.0 et x4y = 3l5/2).



exemple d’

Chute de Pression imposée
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Application 3/3: Ecoulement dans la glotte: Conclusion

e poursuivre...
e cas non symétrique

e manip a Grenoble



Conclusion
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Partant de Navier Stokes

e un jeu simple d'équations: RNSP
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Conclusion

Partant de Navier Stokes
e un jeu simple d'équations: RNSP
e un jeu encore plus simple d'équations: équations Intégrales INTG

e comparaisons croisée dans certains cas

méthode inverse RNSP/INTG évaluation du frottement pariétal NS/RNSP/INTG
évaluation du saut de pression NS/RNSP/INTG

conditions aux limites...
bien adapté pour le temps réel/ simulations/ visualisations...



