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1-Résumé:

Il est évident qu'une connaissance plus approfondie des mécanismes du pouls est nécesse
I'on désire dégager des méthodes de déterminatioivo des pathologies d'une artére.
Expérimentalement on observe que la propagation de cette onde s'accompagne ¢
accroissement de son amplitude ainsi que d'un raidissement (Pedley 80). Cette interact
fluide/ structure dépend de nombreux facteurs. Dans ce travail, on prend en compte les
importants d'entre eux: effets dissipatifs (viscoélasticité de la paroi, viscosité du fluide), effi
géomeétrique (conicité de l'artere) et les effets nonlinéaires (loi non-linéaire de paroi, tern
convectif de Navier-Stokes). Les approximations que justifient les données physiologiqu
vont permettre la construction d'un modéle simplifié.

Ce modele simplifié de type couche mince instationnaire axisymétrique est résolu dans
premier temps par une méthode de différences finies.

Puis, a l'aide d'une méthode intégrale adaptée au cas instationnaire de I'écoulement sangu
est possible de réduire encore ce modele a un modéle monodimensionnel défini par un syst
de trois équations aux dérivées partielles non-linéaires couplées dépendant du temps t et ¢
variable axiale x. L'originalité de ce travail est l'introduction d'une équation supplémentair
ainsi que la fermeture proposée (fondée sur les profils de Womersley). Ceci est indispense
si on désire effectuer une comparaison quantitative entre les profils calculés de vitesses ot
pression et des mesures expérimentales et remonter ainsi a certaines caractéristiques de la
artérielle ou au cisaillement pariétal. Ce systeme regit I'évolution de trois grandeurs: le ray
interne de l'artere R(x,t), la vitesse au cenigé&lt) et une quantité q(x,t) exprimant I'effet de

la couche limite instationnaire sur I'écoulement. On effectue ensuite une simulation numeriq
de ce systeme simplifié.

On montre que les deux approches (résolution intégrale et résolution des équations de coL
mince instationnaire par intégration directe) se comparent tres favorablement.

Enfin on présente quelgues éléments visant a mettre en oeuvre une méthode inverse perme
de retrouver les coefficients physiologiques a partir de mesures expérimentales. Ici il ne s'ac
gue de la premiére ébauche de cette approche: nous nous contenterons de retrouver les
parametres optimaux d'élasticité et de viscosité de la solution de Womersley.
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2- Simplification des équations de Navier Stokes: Approximation de
grande longueur d'onde et de faible variation du rayon.
2-1 hypotheses

Dans ce travail, le sang est un fluide homogéne, newtonien de viscosité cinémattque

incompressible de densifguniforme. L'écoulement est supposé étre axisymétrique et les
grandeurs u(r,x,t), v(r,x,t), p(r,x,t) représentent respectivement les composantes axiales
radiales de la vitesse et la pression dans le fluide. Ces hypothéses sont valables si a
considére des arteres de diamétre suffisamment grand b) si on néglige la nature viscoélast
du fluide ou si on définit une viscosité renormalisée (Flaud et Quemada 80). L'écoulement
sang satisfait donc les équations de Navier-Stokes et I'équation de continuité que nous
rappelons pas. On adjoint des conditions aux limites couplant le fluide avec la paroi artériel
Il s'agit des deux conditions cinématiques d'adhérence a la paroi (écrites avec dimension)

%—T =v(x,r =R,t) u(x,r=R,t)=0.
La derniére équation impose aux mouvements de la paroi située en R(x,t) d'étre seulem
radiaux (c'est une hypothése que nous introduisons, et que I'on pourrait lever, cependar
parait tres difficile de mesurer expérimentalement le déplacement longitudinal, car il e
guasiment invisible). Ces conditions aux limites étant imposées sur une surface en mouven
dont la dynamique n'est pas connue a l'avance, on effectuera donc un changement de vari
en introduisant une variable réduite sans dimensions:

n=r/R(x,t).

2-2 justifications phénoménologiques des simplifications

2-2.1 aspect propagatif
La premiére simplification vient du fait que I'écoulement est tres faiblement visqueux et que I
termes non linéaires de la dérivée totale sont nuls en premiére approximation; de méme on
I'nypothese que la paroi répond linéairement a la variation de rayon. On va voir que I'c
obtient alors une équation d'onde. C'est le modele bien connu de Lighthill.

La mise sous forme adimensionnelle des équations fait apparaitre un premier nombre s
dimension qui caractérise l'importance des termes non- linéaires dans le fluide et la paroi, il

lié a la perturbation du rayon. &R est le déplacement de la paroi, le rayon est, avec h(x,t)
perturbation adimensionnée du rayon (on met des étoiles pour les variables avec dimension)

R"=Ro(1+3R/Rg h),
on pose:

€= 5,
2 RO
la vitesse transverse se mesure par la condition cinématique d'adhésesite Rest bien

entendu la jauge de temps, c'est la période du phénoméne, et puisque la vitesse longitudi
est mesurée pargwn a par I'équation de conservation de la masse:

Uo/L=(Roe2/T)/Ro.
La pression se mesure edRk(par la loi de paroi, k est la raideur, c'est ce qu'il y a de plus

naturel), donc la jauge de la pression est gked3. Par la conservation de quantité de
mouvement:

PUo/T~(k Ry €2)/L,
soit €2L/T2~(kp1 Ry €2)/L donc la longueur caractéristique est L5FRp)Y/2 Il y a une

seconde vitesse dont la jauge est L/T={kRp)l/2. Nous allons voir que c'est la vitesse
d'onde. Le rapport des deux vitesses se trouve en resubstituant I'expression de L dans
exemple la premiere équation:

Uo/L=(Roe2/T)/Rg => Ug/(kpL RO)1/2=82.
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Le rapport entre la jauge de vitessg dé transport et L/T=¢x1 R0)1/2 la vitesse liée aux
ondes (L est bien la jauge dda longueur d'onde, noter que dans Lagrée & Rossi 96 on a
preféré adimensionner averest:
_OR _ Uo
€2 = Rn _ /o
0 (kp-l Rpyl/2
La variation de rayon est de méme ordre de grandeur que le rapport de la vitesse de transpc
de la célérité de I'onde. Avec nos premiéres approximations, la vite@sesa dimension) est
constante em (profil "bouchon”), et sa jauge est disong, Ua vitesse transverse vaut
v =(e2Ro/T)ndh/ot. Si on examine les équations linéarisées non visqueuses obtenues:
ah+16u_O ou_ adp

. L — Y . ~ = h
ot 20x ot ox '
on trouve que la vitesse de phase vaut4d/Ra vitesse d'onde dimensionnée est bien
Kk
co= (,~ Ro)1/2
2p

elle est connue sous le nom de célérité de Moens- Korteweg). Les résultats expériment:
permettent de voir que le parametre:

_Ug _O6R

_co\/2 " Ro
est généralement au plus de l'ordre de 0,1. Dans les cas de type Bellardini & Cavalcanti 92
Pedley 80 p35 (Chien) on trouve une excursion maximale de .05.

€2

remargue.
C'est ici gu'intervient le fait que I'on choisit pour jauge fondamentale T (naturel car c'est

mesure de la période de la condition d'entrée) pour le temps, gtfkpour la pression (ce
qui est naturel puisque c'est biegdRii est donné, et k par les propriétés de la paroi). Avec ce
choix il est "normal” d'obtenir la vitesse de phase eW4/Zependant, si on veut utiliser

pour jauge fondamentale T et la vitesgea@ longueur est doN=Tcg. La pression se mesure
alors par:

(press)h ~pUg/T => (press)~pUqCo,
Il faut redéfinirszzgg et la loi de paroi devient:

p (press) = (le2Rg) h - => p = ((k B)/(pco?)) h ;
mais puisqued= (g Ro)1/2les équations non visqueuses sont différentes:
@4’}@:0, @:—@’ p:2h
ot 20x ot 0X
Et on a alors bien une longueur d'onde égale a 1. (Dans le code on a préféré garder la fo
adimensionnée des équations qui ressemble le plus a la forme dimensiannge, h

ressemble a’gkh” plutdt que d'introduire le facteur 2, mais cela ne change rien, on peu
modifier le code a volonté).

2-2.2 non linéarité du fluide
Les termes @/0x sont d'ordre de grandeur relatifs par rapporda

: Uo
UoL)/(LT)ie.—— .
VoI ie 2
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On retrouvees. L'ordre de grandeur des termes non- linéaires est le méme que celui de
variation de rayon:
&2 =6j
Ro

2-2.3 rapport des longueurs
L'onde de pouls satisfait en premiére approximation une équation de propagation caracteri
par une vitesse de propagatiop, @nnue sous le nom de célérité de Moens- Korteweg, de
l'ordre de 3 a 10m/s. Vu la pulsation cardiaquex=2 1t T-1 avec T~.8 s---, la longueur

d'ondeA de cette onde est donc de l'ordre du métre. Le rapport entre le rayon interne
I'artere non perturbéget cette longueur définit un nouveau petit parametre:
81=®.
A

Expérimentalemerst; ne dépasse pas-20

2-2.4 viscosité

Le rapport entre les termes visqueud?(dr2) et et le terme de dérivée tempored®t) qui
vaut:

\

2T —
(2 WT) R2
permet d'introduire le nombre de Womersley (Womersley 1955):

a= R,JQ,
Y
c'est le rapport entre le rayon interne de l'artére et I'épaisseur de la couche de Stokes. Il de

I'importance des effets visqueux dans le fluidex 8st grand, le profil des vitesses est assez
plat. Plusa est petit, plus on se rapproche d'un écoulement instationnaire de Hage!
Poiseuille. Dans I'artére fémorale, on trouve par exemple des valeurs de I'ordre de 3,5.

Le nombre de Reynolds n'est pas le parametre pertinent dans cette étude, on peut cependa
I'estimer. Construit sur le diametre, il serait classiquement:

Re=UpRo/v, donc R=UgRg lwla2. or,sgzcl;\/oz , 81=|j\0 etA=Tco=21w co donc:

_VJ2gp02

- 21 e '

Poura=3,5£2=0,2 ete1=102, cela donne un Reynolds d'environ 55. Le nombre de Reynolds
construit sui serait quant a lui R¥ois plus élevé.

Re

2-3 équations finales de type couche mince
2-3.1 transformation du domaine
Ces conditions aux limites étant imposées sur une surface en mouvement dont la dynami
n'est pas connue a l'avance, on effectue donc un changement de variable en introduisant
variable réduite)=r/R(x,t), on gardé€=x et le tempg=t. Les transformations de variables
(t,x,r) en §,&,n) sont pour mémoire (ici tout est écrit avec des dimensions):
0 0 noRo a4 _0 noRad 0 _10

ot 9t ROtIn ax 08 RAEIn'ar Ran
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Ceci permet d'écrire des conditions sur une surface fixgegmais introduit en contrepartie

des termes supplémentaires dans les équations. Par abus de notation ot @ifligue 'on
notera t et x par la suite.

2-3.2 systéme de type couche mince
En conclusion, on ne connait que le rayon de l'artgr&dRg I'ordre de grandeur de sa
perturbation, la période du phénomene T, ptli&/raideur réduite de la paroi. On construit a
partir de ces jauges fondamentales L=pT(kRo)1/2:R0\/2/sl la longueur caractéristique
longitudinale, W=ex(kp! Rg)L/2 la vitesse longitudinale.
Les variables avec des étoilésgont avec dimensions, les quantités précédentes permettent d
construire les variables sans dimensions suivantes:

u"=ulp, V'=e2Ro/Tv, X"=xL, R"=RRy, (R"-Rg)=g2Rgh, t'=tT, p'=k Rpeyp+csté.

Si on néglige tous les termes plus petits gifedans les équations de Navier Stokes mises
sous forme adimensionnelle, on obtient uoeniulation de type couche limi{@u couche
mince):

R=1+¢,h

@ On oh oul), Dv@Jru(@_a noéhoull op, 2m 0 9 _) f)
©2FRatand 2FRan T Yox “2Raxan’H  ox  anRZon'on 2
@:O+O(gz)' ﬂ+i+%_ﬂa_R@:
on ' RIN Rn 0x R xdn

Nous avons présenté et discuté nos hypothéses dans les paragraphes précédents. Pour ré
nous dirons que cette formulation tient compte du caractére propagatif de I'onde de pouls,
son caractére non linéaire et de la dissipation visqueuse. Nous ne prétendons pas étre origit
ces équations sont bien connues depuis longtemps et sont notamment dans Ling & Atabek
notre résolution s'affranchira en revanche de leurs simplifications.

3- Equations intégrales dans le fluide

3-1 pourquoi
La résolution compléte (en un laps de temps court) de ce systéme est encore trop complex
par de la variation radiale du profil des vitesses liée aux effets visqueux.
Pour le simplifier, nous adaptons les méthodes intégrales de &fodrKpour le traitement
des couches limites stationnaires en aérodynamique (Le Balleur (1982)) au cas instationn:

défini plus haut. A cette fin, on intégre les équations par rapport a la variable rpdigte

I'axe du tuyau et la paroi, c'est-a-dire pgurompris entre 0 et 1. La forme intégrée des deux
premieres equation du systéme permet d'établir respectivement les bilans globaux de dé
masse et de quantité de mouvement. Si des informations relatives a la dynamique s
evidemment perdues par cette intégration, on peut néanmoins espérer cerner
comportements essentiels qui régissent I'évolution du pouls a l'aide de cette approche.

3-2 conservation de la masse
3-2.1 équation non transformée
Nous détaillons pour mémoire I'établissement de I'équation de conservation de la n
L'équation de départ (ici non "mappée"):
iu + r-lgvr =0.
0x or
est intégrée de r=0 a R (le rayon) apres avoir soustrait la vitesse au eezttraultiplié par r:
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R R
i(Uo-u) rdr - 2rv dr= i(Uo) (R2- 0)/2.
0X or 0x

A partir de maintenant ¢Jreprésente la valeur de la vitesse adimensionnée au centre du tuye
par dérivation d'intégrale:
R

R
g . (9
(anX(F) dy = ™ 6(F) dy (aXR) F.

d'ou il reste:
2 RQR + i((RZUo- ZR(U -u) rdr)=0
ot [)4 (‘{ 0 '

La fonction | est la vitesse au centre et g traduit la perte de débit-masse due aux effe
visqueux (analogue de I'épaisseur de déplacedadiien connue en aérodynamique):

R
q=R (Up-R2 C[ 2 u r dr) ouq=R*U, -2fundn); g, =R*(U; -2 u’ndn)

elle se réécrit:
2 RQR + i(R2Uo -q)=0
ot 1)

3-2.2 équation "mappée"

Pour mémoire, la démarche est la méme, on intégreyde a 1 I'équation de
l'incompressibilité du fluide:

onv) , du_n R du _
Rnon o0x R ox on
en faisant apparaitre par intégrations par parties:
R o(nv) _ 0 10R* 0

on —‘&(R nu) + Ea—a—( u)

I'astuce de la transformation des coordonnées permet d'éviter la dérivation d'intégral
puisque la borng=1 est fixe.

3-2.3 forme finale
En posant R=1sph, I'équation peut aussi se lire:

oh oh 1l+ghoy, 1/2 aq
_+82U0_+
ot 0x 2 ox 1l+g,h ox

(La conicité s'introduit alors comme un terme source au second membre égal
1 dRZ (1+¢h) _. : 1 0R

-Uy— o ). Si on veut en tenir compte on supposera fjee-——2 est au
Ry ox 2 R, 0x

moins aussi grand que).

3-3 conservation de la quantité de mouvement.
Les mémes manipulations sont effectuées pour I'équation de quantité de mouvement.
L'équation globale s'écrit alors:
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q=R*(U, - 2pundn); g, =R*(U; - 2[;u’ndn)

_q+a(i 6 )— T[D 2 a +£iu -
ot 2c?xq2 H a? 2ar] o a20n’ H:OE

ol g est un terme non-linéaire associé au terme de convection dans Navier-Stokes. On ext
aussi I'expression de la vitesse au centre du tuyau ng.tée U

U, d dp

O C
+e,U,—U,=-
ot 0% 0T pdx %ZRzaZME

Ce sont ces trois derniéres équations qui représentent la modélisation du fluide. Mais il fe
encore fermer ce systeme. Une des originalités de notre approche est d'avoir découpé
deux" I'équation intégrale portant sur I'équation de quantité de mouvement. En effet I
précédents auteurs ne gardaient qu'une équation portant sur le flux (Horsten & al 89, Zagzc
et al 91 Zagzouleet al 86). Nous, nous en avons une sur la vitesse au centre et l'autre sur
défaut de flux.

3-4 rappel de la solution de Womersley
Avant de continuer rappelons I'expression de la solution de Womersley. On veut résouc
(avec les dimensions) le probleme Iinéarisé
u__dp U, 1ou,
ot pdx ar? ror
dans le cas ou le régime est sinusoidal et force eruixp(c)):

1 ou
icou = <—) ] )
c a(r/R) (r/ R) o(r/R)
on obtient la solution analythue de Womersley exprimée avec des fonctions de Bessel et
écrite en formulation complexe (Womersley (1955)) sous la forme:

u= 3(1_ M)e@a—xm
p JO(iSIZG)
v=io P (r/R_(—l)““J (- 1)3’40(r/R)) otx/0)
pCZ 2 GJ (( 1)3/40()

On écrit ensuite que la vitesse en r=R est la variation du rayon par rapport au temps, et com|
tenu de la loi de paroi:

Jl(iS/ZG)

13/2 +3/2
ai”’“J, (i

p=kh et si on pos&(a) =2 o)

alors la célérité complexe s'écrit:

- KR (1- 2
c (ZpR (1-F(a))}
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Son tracé (partie réelle et partie imaginaire) ainsi que la valeur limteefi/fonction der sont
représentés sur le graphe suivant:

0.

0.

0.

7

6

5¢

2 4 6 8 10 12 14

partie réelle et partie imaginaire de la célérité c en fonctian de

par exemple c(5) =§ )Y2(0.606538 + 0.0995807 i)
P

C'est cette solution valable dans le cadre linéaire qui va nous servir pour construire |
fermetures intégrales gitti quanti.

On trace quelques profils poar=6 au temps t=(.0519 (haut gauche) t=(.101® (haut
droit).t=(.15 1) (bas gauchex=(.20 21) (bas droit).
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Ou, si on préfere, sur une demi période on a reporté toutes les vitesses:

1F

0.5}

0.2 U 0.6 W

3-5 fermeture du systéme intégral.

Comme en aérodynamique, le systeme d'équations globales:

@+su oh 1+ehoU,  1/2 dq _
ot ax 20X 1+82h6x ’
aq 029 2 0 C
( Q) ZWD'——U +——=u T,
£2 26n S L
oU, ) dp E
+g,U,—U, = ——— + 2
ot * %ox pax %ZRZa 27, LF

n'est pas un systeme fermé. Pour résoudre cette difficulté, une méthode originale, du
Pohlhausen (Schlichting (1987)) consiste a se donner un champ des vitesses approximatif.
dernier respecte les conditions aux limites d'adhérence et approche au mieux les pro
expérimentaux.

Nous gardons ici I'esprit de la méthode mais nous I'adaptons au cas instationnaire. Dan:
recherche d'un profil pertinent, nous sommes guidés par I'étude du probleme linéarisé p
lequel nous disposons de la solution analytique de Womersley écrite en formulation comple
(Womersley (1955)) sous la formad hoc

U omersey = (F(X, 1) +1G(x,1))(j . (an) +ij; (an))
ou on a séparé la dépendance en x et t de la dépendance dans le rayparfBduit

(F(x,t) +iG(x,1)) = %(1_ Tl/z))ei(wt—kx)
J (|3/2an)

_ B (1- 3 (I3/2G) ey )
(J,(an) +ij;(an)) = :

1_
( J ( 3/2a))
cette derniére fonction est ainsi posée de maniére a étre égale a 1 au centre.

Dans la suite, oapproxime le champ des vitesses en conservant la méme dépendance

variable radialg). Ce qui, d'une certaine maniére, suppose que c'est le mode fondamental ¢
impose la structure radiale de I'écoulement. Belardinelli & Cavalcanti 1992 proposent ur
décomposition sur des profils de vitesse qui ne sont pas physiques sauf dans le cas Poisel
Zagzoule & al 86 utilisent des profils fondés principalement sur Poiseuille.

On pose donc ([z]* est le complexe conjugué de z):
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u = 1/2 ([(FHG) (+i ji)l+ [(FHG) (irti ji)]*) = (F jr- G ji).
ou F(x,t) et G(x,t) sont deux fonctions inconnues décrivant I'évolution spatio-temporelle d
pouls. On vérifie que la fonction F(x,t) correspond a la vitesse aucentre de I'attete(Qui
joue le rble de la vitesse extérieure en aérodynamique) et que la fonction G(x,t) s'exprime
fonction du défaut de flux g et de la vitesse au centre apres intégration:

l.
a/R* = U, +Uy2[ jndn

1.
2[ jindn
A l'aide du logiciel Mathematica™ on calcule la fonctignlg cisaillement pariétal et le

cisaillement au centrg) en fonction de F et G et des intégrales et des dérivegsetiees j.
Puis en fonction de la vitesse au centgdé I'artere et de la fonction q on trouve des
expressions de la forme suivante:

G(x,t) =

2

4y = Yo gz + YU, + Y R°U;
0 ? q ? q
-—u +—u =Tt=1,—+1 U, —U =T1,=T1,,— +T,,U,.
( ar] - anz r]:0) q Rz u—0 arlz =0 0 0q Rz Oou™~o0

3-6 Calcul des coefficients de fermeture du systéme intégral.
3-6.1 obtention

Les coefficients {q, Yqu» Yuu), (Tg Tu) (roq, Toy)) sont des fonctions de qui s'expriment
par des combinaisons d'intégrales et de dérivées des fongt@ing.. |

on obtient des relations assez lourdes du type:

V=1 [ —(zp i)/ —jj? +QLIE[IVAI?+ @i fi) i = (iDL

AR A /p.—(aﬁ\ JIfi

On trouve, respectivement, paumpetit (Ecoulement tres visqueux: profil de Poiseuille dans
chaque tranche) et poargrand (écoulement de fluide parfait au centre a la vitegsme
couche limite d'épaisseuralpres de la paroi) les valeurs dgyf(, Yqu » Yuw), (Tg, Tu) (Tog,
Tow) Sont:
((-6/5,11/5,-2/15),(24,-12),(-12,4))iesp ((4 X 2, )( -a+/2),(0,0)).
\

Ce comportement asymptotique est celui que l'on retrouve effectwement si on fait le calc
analytique a la main.

3-6.2 tracé

Tacé deg(a) (points) etry(a) (ligne) Tacé deyg(a) (points) etro(a) (ligne).

20 2.5
60 L 28
40 . =b.

....... . -5
20

-7.5
0 -10f
02 46 81012 0 2 4 6 8 1012
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tracé des gamma indice qq,uu... de haut en bas (en partant de la gauchg).giaqq

2 4 6 10 12 14

-0.5¢

Ces valeurs sont tabulées pour les valeurs entierasddas le code et interpolées pour les
autres valeurs.

3-6.3 remarques
-> Pour mémoire, il est remarquable de constater que ces coefficients varient pes ppur

toute la dépendance enest dans le coefficientr®u2 en facteur des termes visqueux. Cette

faible variation justifiea posteriori que les approximations avec une seule équation pour la
guantité de mouvement et une fermeture de type Poiseuille, qui sont tres souvent utilisé
soient aussi efficaces.

Sur la courbe ci dessous on trace la partie réelle et la partie imaginaire de c issue de la solu
de Womersley (c= (1-F(&)¥ en traits pleins. On trace aussi en traits pointillés la solution ¢ de
I'équation de dispersion, obtenue pour notre systéme intégral et calculée en supposant

coefficients de frottementconstants et égaux a leur valeur en O.

Re(c) et Im(c) en fonction dee

0.7F ———
—

0.6} ==

On note que l'accord est bon jusque vet4.

->Cela permet de comprendre la grande robustesse que I'on peu observer sur nos résoluti

en effet si on modifie I'entrée en mettant sim® poura donné (au lieu de sin®) avecw
différent de 1, on retrouve quasiment les mémes résultats numériques que pour une entrée .

sin(2t)) et un nombre de Womersley égah&m. Pour le comprendre, prenons par exemple:
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oY, 0, -_O  ,02 2y 9 2
3 g Uo = b4 2 T (0) o+ T, () V)

cette équation est invariante par la transformatiort; xt>x/w, 1/02 ->1/(aVw)? si
effectivementrg, ettoq ne dépendent pas de.

-> La méthode "standard" aurai été de poser:
R R
Q :6 2urdr, Q=2 [ruddr ie Q=UgR2-q

o 0 R d 1 d
2R R+ _(Q)=0,et - Q+_ Q+= -(~ pR+35 (V2R (- U)=R),
o aX(Q) atQ o Q ( » PR+ 5 ( (ar )=R)

et de "fermer" avec Poiseuille en relianag U)y=r et Q puis Q et Q.etc.
r

4- Description du Modeéle de la paroi.

Son comportement a déja été anticipé dans les paragraphes précédents ou le caractere linéa
été supposé pour evaluer les ordres de grandeur et trouver la solution de Womersley. Nous
revenons sur cette hypothése maintenant.

A linverse de I'hydrodynamique ol les lois de comportement sont bien définies, la dynamiq
de la paroi artérielle, constituée de plusieurs couches, est particulierement délicate a modéli
cette étude n'est pas le but de notre travail. Trois caractéristiques semblent toutefi
prépondérantes:

a) Les propriétés geométriques et dynamiques des vaisseaux varient en fonction de la dista
c'est la conicité;

b) les artéres sont mécaniquement liées aux tissus environnants ce qui semble empé:
fortement les mouvements longitudinaux de la paroi;

c) Les propriétés élastiques du vaisseau dépendent des propriétés mécaniques individuelle
ses composants (collagéne, élastine, fibres musculaires). Globalement il faut prendre
compte deux effets: 'amortissement structurel et le comportement de type matériau élastic
non-linéaire de la paroi arterielle.

Par ailleurs, on peut, dans l'approximation de grandes ondes que I'on adopte ici, néglige
terme de tension longitudinale a laquelle sont soumises les artéigs. Pour des raisons
analogues l'inertie de la paroi peut étre omise sans grandes erreurs (sa prise en compte pe
cependant de dégager des solutions sous forme de solitons Paquerot & Remoissenet €
Yomosa 87). Une loi phénoménologique qui contient ces divers ingrédients est la suivar
(écrite sous forme adimensionnelle):

p = kh(1+€;h) +84%.

Le code numérique est congu de maniére a pouvoir modifier facilement cette loi.
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€2" "o
1 Ro= €A
Q(X,t) u T
uxt) - = = - - - - - - — N T T -
e W
N

On citera Kuiken 84 qui tient compte de l'inertie de la viscoélasticité de la tension axiale et (
I'orthotropie de la paroi (de méme Ma & al. 92 avec en plus le frottement pariétal). Horsten
al. 89 qui tiennent compte de la viscoélasticité.

5- Reésolution numérique du probleme de propagation.

5-1 Reésolution numérique dans le cas de la méthode intégrale:
En résumé, nous résolvons:

o gy O 1rENOU, 112 dg_
ot ° ox 2 ox 1l+ghox
ou 0, _ dp 2 q
ato +82Uo& 0~ _E + o ’R? (TOq? +71,,U,) 2,
9, 0 \_ 2 q
at 2( a_Xq) - _?(Tq?-l--[uuo)zna

p = kh(1+€;h) +a4%.

avec @ = yyy Ug?R2 + yqu U g +Yqq G&/R?

On doit donc résoudre un probléme de type'

at q)a_x
discrétisé (au tempghhau point d'espacé&x) par un schéma de type "saute mouton" avec
terme source au temps (n-1) du second ordfd ehAx.

Fa—R

fin+1 - fin—l +At(¢|n i-1 +0.n 1)

dans un second temps Adams Bashford (sur deux pas de temps) a été utilisé:

n _En n-1_ &=n-1
fn+1_fn +At((3/2)(¢n I:|+1 I:I -1 +O— ) (1/2)(¢n 1F|+1 F| -1 +O.n 1))
AX AX

conditions aux limites, au choix:

-h(x=0,t) et h(x=hAx,t) sont imposés (p est donc déduit).
- Up et g sont extrapolés au second ordrAtegt Ax sans terme non linéaire:
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Uy = U + A0 + Api +21,07); gt =qf +At(02T," ),
X

- on peut extraire une pseudo forme caractéristique en sortie en remplacant d/gbikprodk
k est le nombre d'onde associé au fondamental du signal d'entrée.

limite de stabilité: Cas Adams Bashford (linéaire), c'est la condition de CFL
dt<=.006 pour dx=.0125

dt=.010 pour dx=.02

dt<=.027 pour dx=.05

5-2 Résolution par différences finies:
5-2.1 équations

Nous résolvons maintenant le systéme complet:
R =R, (x) + h(x,t);

ou Dr]ahauD (v du ou nohoau D__ap/pJr v 0, du

at Eﬁatanﬁ FRon "UGax "Raxon’' ax " nRZonMan”
a(nv) _ nR(=24 u,noRou
on ax R 0x dn
oR
, =1)=—
vixn=19=—

p/p=K(R=Ry(X));

5-2.2 Schéma:
Nous résolvons d'abord la vitesse longitudinale par un schéma du premier ordre en tem
avec itération sur un indice interne de manieére a bien prendre en compte les termes r
linéaires:
_ut v 6_(n6uN+1) _ DN AR AuD L0V Au (&_HBAU)HV _(_Ap/p)N o
At n(RY)?on" an HRat AnE %ﬁ AX R AXx An 5 Ax 7' At
On a bien entendN&0=un, et a convergencé‘tﬂcuN"l.
La dérivée seconde est implicitée et centrée en vy, les termes non linéaires et de gradien
pression sont mis en terme source expliéitAx représente une différence centrée (i+1)-(i-1);

AJAN représente une différence centrée (j+1)-(JARBJAt est I'accroissement a I'étapeNest
la moyenne de u sur les deux points i+1 et i-1.

Puis on obtient la vitesse transverse par intégration par schéma d'Euler de:
N+1 N+1 N N+1
onv™) _ = RY(- Au +HAR Au ),
on Ax R Ax An
d'ou l'accroissement de rayon, et la nouvelle pression:

N+1
al?)t =V (x,n=1), R™=R"+(@R/ot)"" (p/p)"" = K(R™ = R,(x));

L'itération se poursuit jusqu'a ce que la variation du Rayon, divisée par I'amplitude maximale
soit inférieure a 518 pour tous les points.

Conditions aux limites:
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-> h (donc p) donné aux bornes. _
-> extrapolation linéaire de u et v. par exemple la nouvelle valeur de la vitesse en 0, est obtel

a partir de la vitesse &x et 2Ax, valeurs qui sont elles calculées par convection diffusion:
un*+(x=0,y)=2*u"*+1Ax,y)-un*}{2*Ax,y) idem a la sortie.

Ce schéma ne permet pas de calculer de chocs (oscillations), or ceux ci arrivent lorsque
longueur du tuyau est comparable a la longueur d'onde (Rudinger 70, Cowley 82). Bi¢
entendu, ce phénomeéne est tres pathologique, le fait de capter les chocs n'est pas une prior
De méme le traitement de conditions de sorties n'est pas un probleme important avec nc
approche puisque I'on aura des mesures en entrée et en sortie.

Les dérivées en x ont été centrées (on a vu que c'était une bonne approximation lors du chaj
sur la couche limite interactive). Le centrage est bénéfique aux cas ou il y a des courants
retour. Ces équations ne présentent avec nos simulations aucune singularité en temps.

6- Exemples de résolution numérique du probléme de
propagation.

6-1 Résolution numérique dans le cas de la méthode intégrale, aspect
propagatif:

Le systeme intégral est donc résolu par une méthode d'Adams Bashford ou on se donne
des conditions sur le rayon a l'entrée et a la sortie, et ou toutes les quantités sont nulles a
t=0. On a validé ce code en reproduisant la solution de Womersley (qui en est la solution
naturelle!cf. plus loin). Dans la suite, on présente des résultats pour lesquels on impose

h(t,x=0)=sir?( t), une pseudo caractéristique sortante a la sortie et les valeurs
physiologiques suivantes Pedley (1980:5, €>=0,1,e3=0,6,€4=0,1. Sur les figures 1

et 2, la pression en x4 A/2 est représentée en fonction du temps et déphaséeyde x/c
pour "éliminer" la propagation de I'onde linéaire non dissipative. On met en évidence sur
la figure 1 les effets de dissipation visqueuse et viscoélastiques lorsque les termes non
linéaires sont négligés. Pour les cas examinés ces deux effets sont du méme ordre de
grandeur et induisent une décroissance de I'amplitude. Par ailleurs le maximum de l'onde
est retardé par les effets visqueux. Cet effet est contrecarré par les effets nonlinéaires qui
accroissent la vitesse de propagation de cette onde (figure 2). lls conduisent également a
un raidissement du front d'onde. Comparativement, le terme non linéaire de convection
est plus faible que le terme non linéaire de paroi. Ce modéle permet donc de retrouver la
majorité des effets connus dans une approche tres simplifiée. De plus il prédit des profils

de vitesses réalistes sur la figure 3 représentant les profils de vitesseAén, x=
(remarquer le courant de retour). On notera que, dans cette approche, il est possible
d'inclure d'autres effets: viscoélasticité du fluide, conicité des arteres, influence du
cisaillement sur la loi de paroi, reflexions...
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p(t)
=

0.5

fig 1: pression en trois sites, effets dissipatifs seuls, pas de termes non linéaires.

25

p(®

1.5

0.5

figure 2 pression en trois sites, effets dissipatifs et termes non linéaires.
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25

15

0.5

-0.5

U(r/IR) —

-1

-0.8

-0.6

0.4

-0.2

0

/IR

0.2

0.4

0.6

0.8

1

figure 3 profils de vitesse, partie gauche: avant le passage du maximum pulse (0.9>t), part
droite: apres le passage (.9<t<1AB}.1 entre chaque courbe.

6-2 Résolution numérique dans le cas de la méthode différence finies:

6-2.1 comparaisons sur la solution linéaire de Womersley

On compare la déformation du pulse (évolution de h en fonction de X, a un temps fixé) dans
cas du calcul complet en différences finies et dans celui de la méthode intégrale.
Il s'agit de la propagation d'une perturbation harmonique de déplacement de la paroi

H(t) sin(2t) a I'entrée. Comparaison entre la résolution par la méthode intégrale (points),

résolution complete et la solution linéaire de Womerskey5. Dans les deux figures
suivantes, il n'y a aucune non linéarité.
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0.2]0.4 0.8 087113173
-0. 2}

-0.6¢

-0. 8+
h(x,t=1) comparaison Womersley Analytique/ Intégral (points)/ Complet (traits)

0.4t

0.2}

0.2 /0.4 o.'\o.'ji LN L4
-0. 2}

-0. 4}

-0.6¢

-0. 8}
h(x,t=2)comparaison Womersley Analytique// Intégral (points)/ Complet (traits)
On note la bonne concordance entre les deux résultats calculés et la solution analytique.
deux méthodes donnent des résultats identiques mis a part pour le front d'onde de la méth
intégrale qui prend mal en compte les effets transitoires (il est possible que la résolutis
compléte aussi!).

6-2.2 comparaisons sur un cas non- linéaire

Propagation d'une perturbation harmonique de déplacement de la pakt)esin(2t) a
I'entrée. Comparaison entre la résolution par la méthode intégrale (points), la résolutic

compléte et la solution linéaire de Womersksy 1; a=5.
La partie transitoire n'est pas tout a fait correcte (front de I'onde) mais mis a part ce front,
Suite est plus convaincante.
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-1.5

0.2 0.4\ 0.6 68 T )
-0.5}

-2

h(X,t=.75) Womersley linéaire pour mémoire/ Intégral (points)/ Complet (traits)

0.24 0.4 O.W R )
-0.5
_1.
-1.5]

h(x,t=1.0)Womersley/ Intégral (points)/ Complet (traits)

1.5¢

0.5

0.2 \0.4

-0.5¢

h(x,t=1.5)Womersley/ Intégral (points)/ Complet (traits)

6-2.3 Validation dans le cas trés visqueux:

Il existe une dégénerescence intéressante des équations qui fournit une solution exacte
(Jones XX) qui correspond a I'écoulement dans les vaisseaux terminaux. On suppose que
I'écoulement est trés visqueux et quasi stationnaire (et aussi linéaris€), il ne reste que les
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termes diffusifs et de gradient de pression (cela nécessite de prendre la raideur équivalente
k/p trés grande), la vitesse est donnée par Poiseuille (avec dimensions):

__RZo(p/p)
moven 8v 0x

et avec I'équation de la masse intégrale on trouve une équation de diffusion portant sur le
déplacement:

u

an _ KR *h
_ ot 16v ox*
dont la solution dans le cas d'un échelon de déplacement est (h x et t sont avec des
dimensions):

8v )
2\ KR3/2 t12
Attention, la subtilité de cet écoulement est qu'il n'est plus propagatif et qu'il n'y a pas de

temps ni de longueur caractéristique, si on mesure t par (T) et x pRH KR,
I'expression sans dimensions (ici x et t sans dimensions) est:

v
\RIT t1’2)
Par exemple, la raideur est kraid0=10, la viscosité visc=1 et I'amplitude Ampli=.0000001

(c'esteo que I'on ne peut pas mettre égale a 0 mais que I'on prend le plus petit possible).
On compare ci dessous au temps t=1 et t=2 le calcul de h en fonction de la variable de

similitude x/t avec Erfc(2 x/t)

h=h Erfc(

h=Erfc(2 |

t=1 t=2
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.20.40.60.8 1 1.21.4 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Les temps préecédents collent moins bien, et c'est normal.

1
0.8¢
0.6¢
0.4;

0.2

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 3
La superposition ci dessus montre en effet les problémes pour les temps courts liés au
transfert de l'information a la vitesse/2/ il y a un Iéger choc que I'on voit ci dessus

avancer au temps t=.25 (il est aux environs d¢=x\.35) t=.5 (il est aux environs de
x=0.5) t=.75 (aux environs de x=0.61), au temps t=1 c'est mieux, au temps t=2 la
courbe calculée est confondue avec I'exponentielle.
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6-2.4 pseudo cas physiologique
On met en entrée pour la variation de rayon un signal a deux bosses périodique de période
1 dont la forme peut ressembler & ce qui existe dans la nature:
5t exp(-(100 (t-/6))+ 0.5 exp(-(16 (t-1/2),
la sortie est libre (le tuyau est en fait tres long).
1 L

0. 8¢

0.6¢

0.4¢

0.2¢

0.2 0.4 0.6 0.8 1

et on mesure au temps t=2 le rayon perturbé en fonction de x:
0.5¢

0.4t

0. 3¢

1 1.2 1.4

0.2 0.4

0.6 0.8
h(x,t=2)
points: méthode intégrale dt=.0005 dx=.02 alpha=3 eps=.1
traits: différences finies dt=.001 dx=.02 visc=.6981317

idem maisa=4 (visc=.3927)
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06 0.8 1 12 14
h(x,t=2)
points: méthode intégrale dt=.0005 dx=.02 alpha=4 eps=.1
traits: différences finies dt=.001 dx=.02 visc=.3927

0.2 0.4

méme calcul mais aves=3.5 pour la résolution intégrale.
0.5¢

0.4t

0. 3¢

0.2 0.4 O}.]E(SX t_02.')8 1 1.2 1.4
points: méthode intégrale dt=.0005 dx=.02 alpha=3.5 eps=.1
traits: différences finies dt=.001 dx=.02 visc=.3927

6-2.5 conclusions
La résolution en différences finies semble présenter de bonnes garanties. Les métho
intégrales/ différences finies donnent des résultats trées comparables dans le cas de Womer:
On observe l'atténuation visqueuse et le raidissement non linéaire: formation d'une onde
choc due au départ impulsif.

Ce type de résolution n'est pas encore trop démodé, les résolutions par un code de Na
Stokes complet couplé avec une paroi souple serait encore trop difficiles et rares. Il exis
cependant de tels résultats dans la littérature: a basse fréquence Errate 95, ou par une méf
ou la distribution de pression et le déplacement sont calculés par une méthode de type ond
Lighthill, le résultat qui est le champ de pression et le déplacement de la paroi servant
conditions aux limites pour un calcul de Navier Stokes (Reuderink & al. 93)! Il ne faut pa
oublier la résolution la plus compléte actuellement de Vesier & Yogonathan 92.

Avec notre méthode on peut aborder comme Reuderink & al. 93 I'effet d'un rétrécissement,
d'un brusque élargissement comme Pedrizzetti 96.
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La méthode intégrale a un intéret certain si on désire identifier les parametres physiques
l'artere (élasticité viscoélasticité, termes non linéaires) a partir des données expérimentales.

En effet les méthodes dites inverses (Chavent (1979)) nécessitent un grand nomt
d'intégrations numériques du systéme différentiel représentant le probleme, il est donc hors
guestion d'utiliser les équations de Navier Stokes pour ce type d'étude mais bien plutét
telles modélisations simplifiées. Il est bien entendu évident que les progrés de l'informatiq
rendront caduque cette approche assez rapidement et qu'il faudra faire une rétropropagatior
les équations adjointes du systéme de couche mince dans un temps assez proche, pui
Navier Stokes en axisymétrique peatis.
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7- méthode inverse

7-1 introduction
Dans cette partie nous détaillons les calculs qui ménent a la construction du probleme
rétroprogation. L'idée générale de la méthode est que I'on se donne les mesures en entrée
sortie du déplacement en fonction du temps. Ces données servent de conditions aux lim

pour la simulation numérique effectuée avec un certain jeu de para8wRgs, k €3 a). On
compare ensuite le résultat du calcul en une certaine abscisse a une troisieme mesure. Le b
jeu est de trouver le bon ensemBlde parameétres permettant de faire coincider au mieux calcul

et expérience. La connaissanceStyptimal et son évolution au cours des différents examens
cliniques pourra alors servir d'aide au diagnostic pour I'évolution des caracteres physiqgt
d'une artére ou d'une prothese.

L'étape précédant cette mise en oeuvre sur de vraies données cliniques (comparai
expérience/ calcul) sera d'abord une comparaison entre la méthode de difféerences finies e
méthodes intégrales. Ce sera notre résolution en différences finies qui permettra de "simul
I'expérience.

L'antépénultieme étape est présentée ici. Elle est encore plus restrictive: dans un tout prer
temps nous présentons une méthode inverse ne portant que sur deux parametres: le nomb

Womersleya et la raideur k (réponse linéaire de la parops=Ret les non linéarités sont
absentes. _ _ _ _
Le probléme inverse que nous allons traiter est le suivant: on impose en entrée et en sorti

solution de Womersley pour un tuyau infini (correspondany at ky donnés). La mesure est
elle méme la méme solution de Womersley en un point intermédiaire. On cherche I'ensem

S=(k, o) optimal (on doit retrouvemgy, ky)!). Bien entendu nous travaillons sur le probléme
écrit sans dimensions, ce qui veut dire que I'adimensionnenement a été fait avec des vale
estimées et que notre démarche porte sur la correction de cette estimation.

La démarche est exactement calquée sur Chavent 79.

7-2 Rappel sur la construction de J et L

Il faut définir un critere qui est I'écart cumulé entre la mesure et le calcul sur une période:

J = fdt (h-hn)2.

On écrit ensuite les équations sous forme variationnelle (les équations aux dérivées partielle:
départ sont notées Em=0 Ec=0 Eq=0 et Egf=plus loin), avec les bonnes variables adjointes
(a trouver):

E = jdx (Em M)+ [dx (Ec d) + fdx (Eq q),
puis on définit un Lagrangien:
L= [dtE +J

Or, pour toute solution du systéme E est nul et le Lagrangien se réduit au critere:

L(h(a,k),q(0,k),Uo(a,k),p(@.k)) = 0+J6,k)
la différentielle pour une fonction solution est donc telle que:

53=2Loh+ %1 5g + 2L ougt 9L oo+ L ak.
oh 0q oUp oa ok
L'astuce est de choisir les variables adjointes de maniere a avoir:
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a—L oh + iL oq + a—L 0Up = 0 pour toudh dq dUoq.
oh 0Ug

oq
donc le probléme de rétropropagation portant sur les variables adjointes s'écrit:
9120 %L=0 2 1L=0
oh 0q 0Ug

C'est ce que nous allons appliquer.

7-3.Application tir sur a €t K seuls
7-3.1.Rappel des équations:

Les équations complétes sont, avec Res2h:

Em=0
2R, @+ 9 (R 2UO) 0
o ot
Ec=0
ou, ah 221
+k— +1,,U,)=0,
at ax a RZ( Oq Ou 0)
Eq=0

q _
(T, R? +1,U,)=0.
Ces équations sont notées Eq Ec et Em pour la suite.

7-3.2.critére
La mesure se fait au poingx

3= [(h(x, 1) =y, ()l

7-3.3.différentielle linéaire
On part de E:

= J’dX (Em I{)+ J’dX (Ec lf) + jdX (Eq CD

On différencie, on &E, il faut donc calculer la différentielle de chaque équation. On se place
en tout linéaire pour simplifier:
R=Rg+e2h, avec bien entenduRlL pour commencer (pas de conicité).

On décompose E en ses parties, d'ou I'on tire les variations suivantes pour chacune
équations.

OEmM=>
2R %+ 9 —(R,?0U, - 3q)
OEu=>
2
OEq=>
6;'>tq 2211 )+T 8U,)

aprés multiplication par la variable adjointe (ou duale), et intégration par parties on obtient:
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OE = [dt jdx (BEm )+ [dt [dx (BEu u') + [dt [dx OEq d') +
Jdtfdx (6qEu U) +fdt jdx @uEq d') + fdt fdx (6kEu U') .

L'intégration par parties a été faite en temps et en X, cela devient, en tenant compte du fait ¢
n'y a pas d'erreur en t=0 pour chagiX¢:

[dxd®©[variabledX fois son dual X]/dt=0:
ce qui impose de prendre toutes les varibles duales =0 en t=1 :
pour tout x: G(x,t=1)=0, H(x,t=1)=0, d(x,t=1)=0, P (x,t=1)=0.
Dans notre cas le temps t=0 correspond au temps au bout duquel le régime est établi, t=1 e
temps d'une période.

Nous faisons la démarche pas a pas, décompéBoais ses différentes parties:
** (dt jdx (BEm H) donne

ah * a * a * a *
dxdt —-0h2R,—— 5UR2 h')+89—(h") +—[R,’h'dU,] - —[h'd
[fox & (W) +80 () +  [R78U,] - [h'5e]

** dt fdx (3Eu U') donne

ou’ ou  22m o0
dxdt —-dU,— —kodh T
.U ot X GZROZ( Y R,?

u +1,0U,u’)+ aix[kéhu*]

** (dt jdx (Eq d’) donne

22T[

[[faxa —ma; )q +1,3U,q")
** J’Idxdt (0kEu U) donne
J' dxdt EK?U*
** J'J'dxdt (dgEu U) donne
[ cbect —6(%%) u -5 ZZZTETOU)U u

** J'J'dxdt (d¢Eq d') donne

Jfe

22T[

. 22m ,
1) g d +8(75 1)U

**(dJ) donne
IZBh(h(xm,t) —h,(t))dt
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on réécrit ce dernier en faisant apparaitre la distribution de Dirac au point de mesure (ne |
confondre le!!)
IZéh(h(xm,t) = h,_(t))dt :J'J'Zéh(h(x,t) = h,, (t))d(x — x,, )dxdt

= ﬂ’ 20h(h(x,t) = h,,(1))d, dxdt
apres factorisation dé oq etc

oh”  ou
Oh(-Ry2——-k—+2(h-h.)d, )+
( 0 ot X ( m) xm)

ou’ 0 .. 22m L 221, .
dxdt  { +0U,(-——— - R —(h") ~ =~ T, U+ +
J’J' X { O( at 0 aX( ) C(2R02 TOuu CXZ (Tuq ))

g0 0 ,.. 22m 1 .. 22m 1. .
+0q(———+—(h)- T u)+ T.(=
q( Gt OX( ) GZROZ( 0q R02 ) az ( q(Rg)q ))

+%[R02h*esu0 h'aq + kahu ]+ u'ak

—+
0x
22m q - 221 .
+(_6(WTOq)?u _6(WTOU)UOU )+
221 q .- 221 .
5(?%)?(1 +6(?Tu)uoq }.
on vient d'écrire
L(h(a,k),q(a,k),Uo(a,k),p(a,k)) = 0+J6,k)
et
0J :QL oh + iL oq + a—L oUg+ a—L oa + iL oK.
oh 0q 0Up oa ok
identifions, le gradient est donc:
oL 0

0J=—0a + —L ok
da 0

_ 22m q - 221 . 221 q - 221 .
3= [[fatdx( = 3(mr Tog) r U =B Ta)Uoll +8(=5-To) 270 +3(*5- 1)U )+

+[[axdt {u” Z:} 5k

ou Si on veut:

a_J:
oa
_0 22m_ . q ._ 0 22m ., 0 22n_.q . 0 221 ,
JIdth( aa (GZRZ TOq) Rzu aa (GZRZ TOu)UOU +aa( az Tq) qu +aa( az Tu)UOq)
et

gkL = J’J’dxdt {u* g:}.

la partie mesure est incluse dans le Dirac et les bornes, apres intégration g xgde x
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[R,%3U, (x,t) = 3q(x, t))h" (x,t) + kdh(x, t)u" (x, )]}
seul h (donc p si on suppose k fixé€) est connu en entrée et en sortie pour le vrai problér

Donc 8h=0 (doncdp=0) en entrée et en sorti€, est donc libre; en revancB&g et dq sont
inconnus car ni g ni gne sont imposés. Il reste donc:
h*(Xe,t):O, H(Xs,t)=0,

puis, annulei(;ihL oh + a—L 0(

oq
rétropagation.

7-3.4.Rétropropagation:

0 . . . .
+ EL dUq revient a calculer les équations de
0

Les équations de rétropropagation sont donc de la forai&dt-F =0", soit:

R2M k% o -h, )5, =
ot 0Xx
ou’ 2 2T . \
ot - _( )_ 2R 2 Ouu + 2 (Tuq ):O!
oq’ o 22m 1 e 221
_at +&(h)_ 2R2(OqR2 ) Q(T( ) )O

avec pour conditions aux limites:

pour tout x: Gi(x,t=1)=0, H(x,t=1)=0, d(x,t=1)=0.

et pour tout t: i(Xe,)=0, H (Xs,t)=0.

pour ce qui est de*get et U on les calcule aux bornes en écrivant les dérivdes
différentiées a l'ordre 2 d'aval en amont a I'entrée et d'amont en aval a la sortie.

On calcule ensuite les deux composantes du gradient:

i\]:
da
d  22m d 221
J:rdtd (__( 2R2 Oq) ( 2R2 Ou)U U +
d 22n . d 22T[ .
)% )
et
0 oh
—L=(fdxdt {u*—}.
aC T [t

7-3.5 Solutions de I'équation de dispersion du systéme inverse
En guise de vérification, si on cherche une solution en onde plane de la forme:

h=hpexp(2in(t-x/c)), u=wexp(2i(t-x/c)) g=pexp(2in(t-x/c)),
pour le systeme précédent, on obtient en fonctiam ldepartie réelle et la partie imaginaire de
la vitesse ¢ sur la courbe suivante (pour simplifier on figé &ekeur valeur de Poiseuille).
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0.2}

-0. 2}

Elle est exactement superposée a la courbe Re(c) -Im(c) du systeme direct. La vitesse d'c
du systéme inverse est donc complexe conjuguée de la vitesse d'onde du systéme direct
gui semble raisonnable sachant que dans le cas simple:

du/ox - 1/c u = 0 (solution’¢), donne du”™/ox - 1/c U = 0 (solution &/c).

7-3.6 détails numériques

i) On discrétise en différences finies par la méthode Adams Bashford en utilisant les mérmr
paramétres pour les deux problemes (typiqguement dt=.00125 dx=.01 nombre de poii
nx=20). Nous avons pris encore une forea culpaun parti pris de simplicité, la bonne
méthode (Chavent 79, Barros 96, Fullahal. 96) consiste normalement a écrire le systeme
inverse portant sur les équatiafiscrétisée®t non sur les équationsntinues

Attention, on résout bien un systéme de rétropropagation, donc pour chactipalesifes

h*, u", ", vérifiant une des trois équations précédenté§'/at-F =0 est discrétisé par la
méthode de Adams Bashford en:

f(t-At) = (1) - At (3/2 F(1)-1/2 F (t+At)).

i) La distribution de Dirac est de largeur dx: elle est approximée par une exponentielle
gauss d'écart type a=ig, le pas typique:
do(x)=(a)v(rrl) exp(- (x/aj).

iii) On donne la solution de Womersley analytique a l'entrée et a la sortie pour le problen
direct. Pour chaque calcul on est obligé d'attendre la "stationnarisation du forcage™: on lais
évoluer en temps jusqu'a ce que I'écart entre la vitesse au centre entre une période et la sui
soit inférieur a 51@ en moyenne (ce qui correspond au tengg® ou 7). La période suivante
(de t=t+0 a t=t+1) est calculée et toutes les valeurs sont conservée pour le calcul ultérieur (
gradient. On fait ensuite le calcul de rétropropagation de t=1 a 0 en utilisant la comparaison
la "mesure” et le calcul au point choisi, ce qui donne ensuite J et son gradient.

7-3 résultats

7-3.1 cadre
On ne présente qu'un essai, nous allons voir qu'il valide bien la méthode. On pourrait faire L
étude en fonction des pas de maillage, différents essais nous ont montré que le maillage a
grossier que nous prenons est suffisant. On pourrait aussi faire varier la longueur du doma
qui a été pris arbitrairement égal a envikéB.5=0.2 et la position du point de mesure. Ce que
nous n'avons pas encore fait de maniére systématique.

Ici on simulea=3, et k=1. On a dt=.0025 dx=.02 nx=10, le point de mesure est
x_mes=0.12. Il n'y a pas d'effets non linéaires.
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7-3.2 Un seul paramétre varie.

On fait variera et k=1 est fixé. On voit bien que la courbe de J présente un minimum, presqt
nul, mais pas tout a fait il vaut 0.000056, c'est un cumul d'erreurs, dont Il'erreur d

stationnarisation. La figure de gauche ci dessous momtjeetl{a courbe de droite montre

0J(@)/dacalculé de deux maniéres. La premiére ce sont les points qui sont les valeurs obten
par la rétropropagation, les traits sont les valeurs calculées par I'accroissement calculé a pi

de Jiie (J@+An)-J(@-Aa))/(2Aa). L'accord est bon.

e

0.08 2.5 3.5 4
0.06 -0.05
0.04

-0.1
0.02

-0.15

25 3 3.5 4
J(@) dJ(@)/oa et (Ja+Aa)-J(@-Aa))/(2Aa)

Ensuite, on simule=3, et k=1. On fait varier k @ =3 est fixé. On voit bien que la courbe
de J présente un minimum. La figure de gauche ci dessous montre J(k) et la courbe de dr

montredJ(k)/0k, les points sont les valeurs obtenues par la rétropropagation, les traits sont |
valeurs calculées par I'accroissement (A+](k-Ak))/(2Ak). L'accord est assez bon, nous

imputons I'écart au fait que Wk est trop grand pour bien estimer la dérivée par un
accroissement..

0. 05
‘ ‘ ‘ .
0. 04 0.7 0.8 -9 1.1 1.2
0.03
0.02
-0. 2}
0.01 -0. 25!
‘ ‘ L - -0. 3¢
0.7 0.8 0.9 1.1 1.2
J(K) 03(K)oK,  (I(kHAK)-I(k-AK))/(22K)
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7-3.3 Variation des deux parameétres
On fait maintenant variem de 1.75 a 4 et k de 0.625 a 1.3. Le minimum est visible sur la

figure ci dessous emE3=1.546*0.25 , k=1=.55+.0758), cette figure représente les iso
valeurs des 100 points calculés de J.
10f ' '

.

i 6 5 10
Si on superpose a cette figure le lieu des changements de sjigodet 0J/0k on voit qu'il
se croisent bien en 6 et 6 qui est le minimum de la fonction de codt:

1o | ) ) ; )

NF

il

%

o

2 4 & 8 1

o

On pourrait calculer la matrice Hessienne de J a partir des accroissentsiila @&0J/ok.
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Un tel calcul qui balaye 10*10=100 pointsK) ce qui correspond a chaque étape a un calcul
d'un systéme d'équations aux dérivées partielles de t=0 a environ 6 pour la stationnarisat
puis rétropropagation de 1 a 0 par un nouveau calcul d'un systéme d'équations aux dériv
partielles. Soit environ 28000 pas de temps qui se font en environ 15 minutes sur 1
PowerMac PPC601 a 60MHz, ce qui est tout & fait raisonnable. On voit le gain avec ul
machine a 200MHz. Le rapport de vitesse joue de 1 a 6 entre la résolution par la méthc
intégrale et les différences finies, le temps mis pour faire ce type de calcul avec une approt
de type Navier Stokes est certainement encore plus long! On voit donc l'intérét pratique de «
méthodes pour obtenir des résultats rapidement exploitables.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce travail une modélisation classique de type couche linr
instationnaire de I'écoulement visqueux instationnaire dans un tuyau élastique. Une deuxié
simplification (plus originale) a été faite en écrivant ces équations sous forme intégrale. |
résolution numeérique de ces deux problémes coincide assez raisonnablement, ce
comparaison est inédite a notre connaissance. De nombreux effets ont été inclus, et le
conséquences numériques ont été présentées.

Des validations dans des conditions plus physiologiques sont encore a faire.

D'autres applications sont possibles: étude de la conicité, variation de section de ty
anévrisme ou sténose (en axi)...

Une méthode inverse a été ébauchée dans le cadre de notre méthode intégrale (elle pourrai
adaptée trés simplement aux autres types de fermetures intégrales). Cette méthode pel
effectivement de retrouver la vitesse de l'onde et la viscosité dans le cas de I'écoulement
Womersley. Elle doit étre poursuivie pour évaluer les autres parametres du modeéle qui st
ceux des non linéarités.
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