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] GENERALITES
I1.1. les faits, les observataions:

L’essort récent du développement des techniques aéronautiques
et spatiales a fait surgir de nouveaux problémes de Mécanique des
Fluides. Ceux-ci sont surtout dus aux vitesses extrémement
elevées qui sont en jeu, et les phénoménes observés sont alors
différents de ceux des écoulements “supersoniques", d’'oé le nonm
d'"hypersonisme”. Le terme ne semble pas assez précis car il
recouvre une grande variété de phénoménes, certains étamt causés
par ces vitesses élevées (M>>1) et d’autres causés par
1’enthalpie incidente treés élevée.

Le flot "hypersonique" est néanmoins caractérisé par une onde
de choc trés inclinée. Elle est trés proche de l'engin se
déplagant & H>>1 quand celui ci est "mince" (Slender en anglais).
Dans la région se situant entre le corps et 1l’onde de choc, 1la
vitesse est peu perturbée par rapport i3 celle du flot incident,
par contre la pression, la densité et la température y sont trés
différentes.

Par contre, quand celui-ci est "émoussé" (Blunt en anglais)
1’onde de choc est un peu plus éloignée de l'engin. Ce qui est
particulier 4 ce cas, c’est l’existence d’une région subsonique
derriére l'onde de choc quasi normale en avant du nez de l’engin,
et de fait l'existence d'un point de stagnation.

En réalité tout corps mince est quelque peu émoussé au nez.
Quand le nombre de Reynolds est trés élevé on observe que ce
léger émoussement, qui crée un choc localement trés fort, donne
naissance a un sillage au sein duquel 1’entropie est trés élevée
(a cause de ce saut important d’entropie au nez). Ce sillage est
mis en évidence car la densité y est plus faible. A nombre de
Reynolds moins important, ce sillage est toujours observable mais
il est cette fois principalement du aux effets de viscosité. les
problémes d’interaction entre cette couche est le reste de
1’écoulement seront évoqués dans la partie II.

Dans la partie 1 seront rappelés quelques résultats quant aux
écoulements hypersoniques.

1.2. les hypothéses pour le Fluide:

Nous étudions le champ des vitesses d’un écoulement autour
d'un objet que nous appellerons indifféremment corps, ergin, ou
navette... Mais nous nous intéresserons plus particuliérement 32
un demi-plan d’aréte z=0, comnpris entre y=0 et y=-d, s'étendant
entre x=0 et x=+®w. Cette "plaque plane" sans incidence nous
rermetr d’étudier un probléme a4 deux dimensions x,y. Elle
schératise un corps émoussé dont 1'étendue d'émoussement est
rustement d.

Le gaz qui s’écoule est considéré comme parfait, (ne
présentant aucun effet de dissipation} dans un domaine
suffisamment €loigné du corps (gque nous préciserons
ulterieurement). Ailleurs (ie dans la "couche limite"), il est
Hewtonien de coefficient de viscosité volumique K=(3-+428}/3 nul.
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Le gaz pour chaleurs spécifiques Cp et Cv constar+zs de
rapport ¥ =0(1), le nombre de Prandtl noté Pr resteres <e 1°'ordre
de 1 (pour 1’air Pr=0,72 & =20°C). Ces quantités var:ent avec la
température qui peut atteindre lors de la rentrée dar:z
1’atmosphére des valeurs de 1'ordre de 2800K au point fe
Stagnation du nez, mais la plupart des applications nu-ériques de
la littérature gardent ces valeurs. Le coefficient de vicosité &
S’écrit: M =HoP=H.T? ou 1>021/2 (dans le cadre de la théorie
cinétique des gaz de Boltzmann $=1,/2). Rappelons que FPr=pC_/k par
définition, et que la théorie cinétique Prouve que Hr/kZkun/m (ke
constante de Boltzmann) et M=J(mk+T)/0 (0 étant la section
efficace de collision binairel.

La plaque se déplagant trés vite par rapport au gaz au repos,
Sa vitesse U= es5t trés supérieure 3 la vitesse du son dans le
gaz: C~, le nombre de Mach est donc trés supérieur &4 1, U. é&tant
grand et la viscosité faible, le nombre de Reynolds R=UzL/ve est
trés grand, donc 1/R est trés petit, mais pas négligezble au

voisinage de l1°'engin dans la Ycouche limite".

Le gaz sera supposé rester inerte, aucune réaction chimigue
ne se produisant en son sein, ni méme a la paroi forterent
chaude. Or, en pratique, la surface de I'engin risque de fondre,
et les températures élevées favorisent la dissociation de 1%air.

I1 faut résoudre les problémes Posés par l1'élaboraztion de
nouveaux alliages pouvant résister & des tenpérature extrémes
conme le Carbone-Carbomne pour le nez ou le Tentale/Colombium (qui
résiste a 1920K) ou les-super-alliages au Cobalt (1260K) ou au
Nikel (1140K).

L’air est constitué principalement de O= (1/5) et Kz (4/5) ces
concenirations varient assez peu jusqu’a des températures de
1’ordre de 2500K, cependant de nouvelles espéces apparzissent: N,
O, NO, ¢~ et différents anions et cations. Les degrés de liberté
de rotation des molécules sont i cette température trés excités.
La dissociation de Oz est notable a T>2500K, et compléte a
T=5000K, température de dissociation de N=, pour T>700CK,
1’ionisaetion des atomes devient importante. Pour étudier
simplement ces types d’effets, on utilise le modéle de
"LIGHTILL"; on applique au gaz A= en équilibre: (Az<=,A+A) les
equatiocns classiques de la cinétigue chimique.

1.3. les équations -~ les approximations Principales —
nouvelles coordonnées
I.3.1 équations

H

L écoulement est décrit par les équations de NAVIEZ STOKES

Cclassiques, qui seront simplifides suivant les régimes.

Celles-ci restent valides tant que le nombre de Knudsen
K=lpms/1 ¥>>1; or ici la longueur intéressante est 1=8=- -JP (ct la
théorie classique de la couche limite incompressible, gue nous
utilisonz en premiére approximation) et lpm=m/:a2=v/c. Zonc
K=+U/Uc=L=H/JR ce qui impose M<<KJR. Cette condition psut ne pas
€tre tour a fait remplie au nez d’"Hermés" od M derriérs le chkoc
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normal est petit.

equations d’Euler
Dans la zone od la viscosité est tout & fait négligeable,
nous utilisons les équations d'Euler:
Eﬁ/&t+9-(ﬁglzo
&ﬁg/bt+g-vpgﬁvp:0 (1)
6r(e+U2/2) /0147 2 (h+U2 /2)U=0
sh=re+p
(¥-1)re=p

Les équations de choc sont de grande importance non seulement
er tant que "conditions aux limites*, mais aussi parce qu'elles
vont permettre d'orienter les simplifications.

Relation_de choc: (7) (22) (37) (=o0)
posons:
Mn=H.sinrv
€=se/ Fm
€=l ({-D) /7 (¥+ 11142/ ({-1)Ha =) ) (23
Pu/Po=1+(1-€) {4, =
tanT=(2cotv(sinzv—H-‘zift1+1))/(1—(2/f+1)(sinzv—M”—2))
r:angle du choc
T:angle de déviation de la vitesse.
posons pour simplifier 1'écriture «®={sin®o-1/M.=)
U U= 1-2(aZ )/ (§41)
V/e==-2(c®)cot{r)/(7+1) (3)
(P-Po)/ralw®=202/(5+1)

1.3.2 1’ intégrale de CHENG (==). (1)

I R(x)
I X
l---— *
Bal * ] 8.
->1 b 4 I —>
I x I
Ix i
0 %

Soit le contour de contréle représenté ci dessus

Raisonnons sur les *flux":

pour ja quantité de mouvement le flux entrant:
Ba=(Putsiwlia? IR

Le flux sortant:

r
§.:fr‘b(P+_PUz )dr
et la trainée vaut D/2=8.-8. (1,2 3 cause de la svmétrie).
De méme on peut écrire la conservation du flux d'énergie:

@F=su. (etu uy ) +usp
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En combinant ces flux il vient:
n
Dtx)/2ﬁ_uu2=j,b[(p/;u2~)(1/(1~1)+(1—u_/u)+
X (V/U0L)2( 1+ ((uua) /VIZ ) {0/ falialdr—
~[¢{(7y—1)I42 17 2R (4)

Ce résultat est appelé Intégrale de CHENG.

.3 les simplifications:
.3.1 la théorie des petites perturbations

o les corps minces et le paramétre de similitude K
(HSDT hypersonic seall disturbance theory) (7)) (=)

I.
I.

Appelons v l’ordre de grandeur de l'angle entre les vecteurs
vitesse en amont et sur l1’obstacle.

On se place dans le cadre de la théorie des corps minces
(Slender en anglais) 7<<1. Or H>>1. Le goupenment Moo que nous
aprelerons Ko apparalt dans les relations de choc. Nous poserons
pour 1’instant Ko=0{1). Posons de méme K=M=7, K est un paramétre

de sirflitude; il nous permettra d’avoir accés & tout une classe
d'écoulements pour H et T variables a Mr=K fixé.

L’expression de tanT nous permet d’écrire, puisque 7T et o
sont petits: K={(2/(7V+1))(Ko—1/Ks) &4 02 prés. D’ou Ko en fonction
de K: Ke=K(7+13}/74+3(K2({{§+1)/4)2+1)

ou encore:
Ko-K=i—1 + 2 _ 1 (5)
Ko §+1 i+1 K.=

K<<1 nous donne la "linéarisation" (écoulements linéarisés
voisins d*un écoulement uniforme H.P.P.)
K>>1 représente le choc fort.

Les équations de choc nous suggerent gue:
(0-U) /U=0(02(1+1/K"))
v/ Ua=0{or{1+Ko"2)) (8)

pour la pression en substituant avec K ou Ka:
P.=2Y¥_ Ko®-¥-1 = 1+¥{(y+1)K= + iKJ({7+1K)=+1)

P= 7+1 i+l 4 4
d’ot si K petit:

(P-P=l/ral2=001+K:) (7
et si K grand:

(P-P=)/ s =U=2=0(K:2) (8)

R Variables sans dimensicn
Cette expression des variables donne une idée de leur
"mesure” et permet ainsi de les adirzensionner
U-le/Uetu/Ua=laru’
Vr=UxTVx .
P=r=l=2712p*=7Ha?2 72 pup’ (9)
ET i

Xx=Lx* y=Lvry* z=Lvrz®
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Avec ces hypothéses les équations D'EULER se transforrent en:
(e/ot+Uebt/ex) s+ /1 - 2vr=0
(5/8t+Und/8X) pVr+Vr .7, Vr+7p=0 (10}
le/bt+Ust/ox) rle+vr2 /2)+7 2 (h4ve2 /2)vr=0
L’indice r se référe aux quantités transversales:
Ll_=gw+ \_f_'r"l’o {(r2)
Intéressons nous maintenant au cas stationnaire =/5t=0.

i 1oi intégrale de CHENG

L’intégrale () devient en négligeant les termes d’ordre 2:
»
D(x)/zﬁauwzzjrb[(p/;,u2,)/(7—1)+5(ﬁ/pw)(v/u-)2]dr—
-[7(y-1)H2J-*R
=D(0)/2ﬁwu_2+jo+pb/ﬁ,u-2 T'edx (11)
D a été remplacé par la somme de la trainée causée par le nez
en O, plus celle causée par la pente pour les autres valeurs de x

§ _Analogie instationnaire de HAYES (7) (1<) (==<) (=23)

Les termes d'ordre 2 dans 1’expression de U étant supposés
négligeables U=U., effectuons un changement de référentiel tel
que celui-ci se déplace a4 la vitesse U.. Dans ce repére, au
Premier ordre, il n'y a pas d'écoulement longitudinal.

Coupons par un plan = orthogonal 4 x, se déplacgant 3 la
vitesse U. venant de —o, et observons ce qui se passe dans ce
plan. Tout semble alors se passer comme Si ce Plan n était seul
et que l'écoulement transversal était créé par la déformation
avec le temps T=x/U. de la section de 1’obstacle Par n (ce qui
€5t juste au premier ordre u=U.). L’intérét inmmédiat est gue 1'aon
a2 une coordonnée de moins. Cela permet donc de simplifier les
codes de calcul. Cette idée porte le nom d’analogie
instationnaire de HAYES). On l1’appelle aussi Principe
d’équivalence, la variation de la section du corps étant
identifiée au mouvement d’un piston.

Hais pour que cette analogie soit correcte, il faut nous
1'avons vu que T2 soit trés petiit, or, cela n’est possible
partout que si le corps est partout trés mince...

1.3.3.2 les corps émoussés - leur trainée dans le cadre
"Newtonien" (7))

... Cette condition tombe en défaut quand il y a
‘émoussement”. La description de ce qui sSe passSe au nez é-oucssé
de l'engin n'entre pas dans le cadre de la théorie pPrécédente.
Mais cette théorie reste valable en amont du nez 1ia od le corops
Peut &tre a nouveau considéré comme mince. Le cas d'un ergin aux
bords d’attaque émoussé est en pratique le seul. Des bords
arrondis permettent de mieux dissiper la chaleur lors d4d’unsz
rentrée dans les hautes couches de 1’atrosphére 1a ou ia navette
est & une vitesse encore trés Proche de la vitesse de
satellisation (M=25 3 300 km) et od elle est freinée. Un nez
pointu fondrait rapiderent et s'émousserait de toute fagen!! En
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amont donc le corps est de nouveau "mince". Soit:
d la dimension caractéristique de 1'émoussement
L la longueur de 1’engin
T son inclinaison typique.
La trainée causée par le nez vaut:
D1:C4( 1/2)PU2d
le reste de 1'engin produit une trainée que nous allons
estimer dans le cadre de la théorie Neuwtonienne qui donne
effectivement de bons résultats quand ¥->1. Sir Isaac NEWTON
considérait les filets d'airs comme des rayons lumineux {(causant
une "ombre" hypersonique derriére i’engin), ces rayons sont
absorbés par le corps "opaque". Nous allons donc calculer la
pression, comme on calcule une pression de radiation. CHENG a une
autre image; il compare le corps entouré de 1'écoulement & un soc
de charrue creusant son sillon dans 1la neige.

Scit une surface S inclinée d*'un angle o« par rapport 3 Ua, la
surface normale aux "rayons" est Ssine. 11 ¥ a donc
[(e/m).S.sinx.U] collisions par seconde et par unité de longueur
transverse. Le nombre de molécules incidentes pendant un temps &t
est [(+s/m).S.sinx.UJSt Les collisions étant inélastiques, la
variation de quantité de mouvement est:

GP=[{s/n)SUsincInUsina
d’od une pression p=6FP/(8t.S)

P=eU2sin? @. Formule de NEWTON (12)

Or pour M—>o les formules de choc donnent p=(2/(¥+1)):U2sin?2 o
et cotgoa=tanor((¥+1)/(2sin2¢)-1) si on fait ¥=1 cotga=cotge. Donc
pour M->= et y=1 1'onde de choc arrive en coincidence avec le
corps et la pression est celle calculée par la formule de Newton.

Avec cette formule simplifiée on Peut estimer la tralinée du
COrps sans nez: p.lsine avec sina¥a« donc Da=(1/2)ce?,UZLx. Formons
le rapport D./D>. La force agissant sur le corps et celle
agissant sur le nez sont de m8me ordre de grandeur si

d/Lxa?2/Ca avec Ca=0(1).

Autrement dit un léger émousserent peut perturber le flot
dans des régions dont les dimensions sont des centaines ou des
milliers de fois plus grandes que le nez.

1.3.4 Lles Coordonnées de VON HISES

Les coordonnées cartésiennes {x,y) sont mal adaptées a
1’étude des écoulements. Ds coordornées Plus “naturelles" leur
sont substituées: (x,¥). La premidrs est kst que nous noterons ¥
pour des raisons pratiques, (il n’y aucune confusion 3 craindre)
la seconde est ¥ la fonction de courant qui offre bien des
avantages notamment pour les lois de= conservation le long des
lignes de courant. (x,¥) sont les variables de VON-MISES:

d¥=sudy--vdx (133

X)yr=conat:x)y=cnn--: (14}

En écrivant le Jacobien de la transformation on trouve que:

PR gy= 6



B/EX)yTE/BX ) pms—pUBS A Y
G/BY=pULS BF (15)

ainsi U-V=uassex

Les équations d’EULER se transforment en :

v/ e -6l 1)/ ax=0

AFUSUS BX=~ P/ EX+ VAP OY

AULEV/EX=— s op/ o¥ (18)
Fsle(pe—¥) /7 2%x=0

La condition pour ¥ sur le choc se formule; si 1*équation du
choc s’écrit y=Y(x), en: ¥=,saU-Y(x) sur le choc (en effet avant
le choc ¢¥/by=z=Uw donc ¥=s-U.y la constante d’intégration est
prise nulle). Avec ce choix, 1'équation du corps est ¥=0 pour
tout x (on retrouve ainsi que &¥/&x=0 sur le corps, fe la vitesse
normale est nulle).

Ces variables sont bien adaptées au probléme "inverse". Ce
Probléme est tel que 1'on se donne 1‘*équation du choc =& priori et
on cherche ensuite 1'équation de la surface de l'engin %=0. Ce
type de calcul est analytiquement plus simple que le probléme
"direct”. L’onde de choc est choisie de forme la plus =imple et
réaliste possible, par ex VAN DYKE choisit une onde hyrerbolique
et trouve un corps qui "ressemble" 3 un c8ne émoussé. L’équation
est maintes fois posée: Y(X) o xM avec n€lIR et 12n. Cette
hypothése n’est pas aussi simpliste qu’elle en a 1’air, et est au
contraire treés féconde. Elle est vérifiée par 1’expérience
lorsque 1'on est loin du nez; en ce cas n=2/3, et aussi assez
pPrés, mais pas trop, du nez; en ce cas n=3/4.

1.4. idées générales sur les lois en puissance: (=<)

L’équation du choc s’écrit
R’ (x’)=Cx’= sous forme dimensionnée (*) ou:
Rix}=R*/L=CL=—(x'/L)=
on pose 8=CL®~*<<1 car 1'onde de choc est trés inclinée. & est
le petit paramétre gqui permet l’adimensionalisation (& joue le
réle de v dans ( ).

Les équations d*Euler deviennent sous forme adimencionnée a
Q(&2) pres
da/ndtaoy/2y=0
eV/EX+Vav/ay+ap/say=0 (173
{5/5%X+5/5y)s=0
Bernoulli:
u+%v2+c2 /y—1=[(¥-1)1H252 ]2 (18)

Conditions aux limites:
Ve=rs' sur le corps (Body)
Uw, V=, NUlS fa=1 pa=1/(i-1)H2862=0 & He.=w
A 1'ordre O en 1/M28%2 les équations du choc devienr=nt:
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Pa=2R*2 /¥-1 {ici "=drdx)
ra={{+1)/09-1) _ (13)
Va=2R'/i+1
R’ apparait ainsi de maniére isolée. De nouvelles variables
sont alors introduites
ksf=x & éta=n=y/x=
" varie entre zéro et um du corps au choc. Les relations de
choc incitent alors & poser:

p=m2 x=tm=21P( y )
A=R({ ) (20)
VoERX™ UiV )

avec des conditions aux limites immédiates. La substitution
donne '=dsdry:

(V-m)R*+RV*+RV/%=0
(V-0)V'+p° /R —(1/m-1)V=0 €21)
(V=4)}(P'/P +iR /R )=(1/m—1)=0

Ce changement de variable a permis de transformer un systéme
d’equations différentielles aux dérivées Partielles en un systéme
d’équations différentielles ordinaires. Ce type de solutions est
dit *self Similar® en anglais ou traduit du russe au frangais par
automodeéle. Ces solutions peuvent aussi s’interpréter comme étant
invariantes par le groupe continu de transformation y=x=.

I.4.1 La loi en puissance deux tiers ou Analogie de
l'explosion forte

1.4.1.1 Utilisation du n-Théoréme (=8)

Plagons nous dans la partie gue 1'on peut considérer comne
non visqueuse de l'écoulement, les quantités dont nous disposons
sont Cp, Cv, x, 4, =, Ps, U, D (la trafnée), 1la Portance est
nulle par symétrie. Nous avons 8 quantités dimensionnées; pour
les décrire il faut les 4 unités masse H, longueur 1L, tenmnps T,
ainsi que la température O, appliquons le n-Théoréme ( théoréme
des produits de puissances), il Y & donc 8-4=4 nombres sans
dimension que 1'on peut former avec ces quantités. Les plus
évidents sont:

i=Cp/Cv
M=U/Jd(ip./72)
puis comme [(DI=[rressionl*L (nous sommes toujours en 2D)
donc:
Pr/D est sans dimension, enfin;
P32 (x/U) 2172/

Si le corps est une plaque plane, D=Ca-U2d/2, on subsitue
dans les équations ci dessus et on trouve alors que le flot ne
dépend que des groupements ¥; (x/d3(CaM®}—2; (r/d)(CaM=)—12;

1’onde de choc peut donc &tre écrite sous la forme

Fenee/ (dCaM2 )=R(7,x/(4CaM™)) (221
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la pression:
Gp/ps=P(¥,x/(dCaH™)) (23)

Les fonctions R, et P restent a déterminer. Plagons nous & H
"infini", M n’est plus alors un paramétre déterminant [on
retrouve ainsi le principe d'indépendance, vis a vis du nombre de
Mach: les caractéristiques de deux écoulements pour deux nombres
de Mach élevés sont identiques (indépendantes de M)J. La contre
pression est alors trés faible (puisque pi1 o M72), en éliminant M
entre les relations, et en mesurant 6p avec U2:

G4p/sU2=F({)Ca=2"2(x/d)—2"2 (24)
rchoc/d:G(7)C41/3(X/d)213- {(25)

les fonctions F et G ne pouvant tre obtenues que par
réesolution exacte. On trouve alors pour ¥=1,4 F=0,3 G=O,8

1.4.1.2 L’explosion forte (22} (1<) (19) (=4)

Cette approche fut en fait celle de SEDOV lorsqu’il résolut
le probléme de 1’explosion forte. Car l’écoulenent Hypersonique
autour d’'un corps de pente nulle est analogue au probléme de
1’explosion forte résolu antérieurement et indépendanment par
SEDOV et TAYLOR.

La solution de SEDOV est fondée sur le n-Théoréme et ce qui
est écrit plus haut s’en inspire directement en remarquant que:

X/Uwe <—> t le temps
¥y {-> r coordonnée d‘*espace
D {-> E énergie de 1’explosion par unité de surface

SEDOV forme la variable *=Ari—*, ol A est une constante
dimensionnée construite avec les données du problénme

v=r/t V()
#=rm R{%) (26)
p=s=(r/t)2P(%)
avec la variable % 1’équation de continuité, par exemple
devient:

*EV*+{(V-k)IR*>/R1=-V (27)
etc... pour la quantité de mouvement et 1’énergie

Cette écriture est légérement différente du systéme (21) du
choc en puissance de x; mais on passe de l*un a l’autre en
écrivant: #=>

V=mV/%
P=m2 Pry2 (28)
R=R
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En posant z=¢yP/R SEDOV touve un systéme de la forme:
dz/dV=f{z,V) équation différentielle unique, puis
dy/ndV=g(V,z) {29
*/R dR/dv=h(V,2)

Le cas ou k=2/3 est intéressant car il correspond i la
conservation de l’énergie entre deux surfaces mobiles:

E=Jrvﬁ(5v2+e)dr=constante (30)
(expression & rapprocher de 1%intégrale de CHENG (11) pour
H=o)
Cela permet a SEDOV de résoudre complétement le cas de
l'explosion forte ou:

w=r(E/p)—3s2¢2-/2  k=2/3 (31)

En substituant dans la solution de SEDOV la température aux
abords du corps (r->»Q) devient:

CvT=f{({){CaU2 (x/d)™(r/d)=. (32)

avec a=(2:—-1)}/3({-1) b=(2/31((2-¥3/(7-1)) c=—(§-1)—2%2,

1.4.1.3 validiteée (=)
Nous avons déja vu que 1°HSDT dépend du petit paramétre 72.
Ce qui signifie que la pente du corps doit &tre trés petite. Si
elle est trop grande elle “"chasse" l’zir transversalement, et on
retrouve l'analogie de piston.
k=2/3
r*=fC* ®ki{xrs4d)%" 'z fC¥-35=0(1)
l'angle de 1’onde de choc o doit rester trés supérieur a T
pour que le corps semble "plat": donc (k(x/clx—1)2>>r2
Le fait gque M=o assurait une contre-pression nulle, mais
cette approximation tombe en defaut si
Fale? (T/7 12 3 pa=srella? /1 Ha? ou (Har) 221 =
(HT}™= 5> x/d >> 1=

[y

2 Le cadre NEWTONIEN
2.1formule de NEWTON BUSEMAN (™) (=25)

1.4.
I1.4.

Cette approche utilise le cadre Newtonien déji effleuré.

Il a été vu que pour §{=1 et M=o, 1'onde de choc est
infiniment mince et = infiniment grané, la pression sur 1'onde de
choc et sur la surface du corps coincident. Or les particules
défléchies par l*engin glissent sur celui-ci dont le rayon va
croissant. De fait les particules sont soumises A une force
“centrifuge” contrebalancée par un gradient de pression: doncC Pa
est différent en réalité de Pocoro= Lz pression est ainsi
corrigée.

L'équilibre transverse stécrit:
dp=-u2dn/F
n coordonnée normale, R rayon de cocurbure E=—dr/sinadc
Grace 4 la conservation de la masse, et 3 la conservation de
la composante tangentielle de la vitesse on en déduit que:



o
P=rwl=? sinadx/4S qucosa dS (33)

ajouté a la formule de NEWTON (12), cela donne la formule de
NEWTON-BUSEMAN.

Dans le cas d'un corps mince cosa¥l sina=Y.’ cette formule
devient:

Prr=laZ (Yo'24Y_Y") {34)
formule de NEWTON-BUSEMAN simplifiée

1.4.2.2 utilisation (®) (34)
Les équations de conservation de masse et d’énergie:

(Wa/bx+ves/ay) ps—bv /66X
(u&/&x+va/ay)Logp=1(ub/6x+va/ay)LogF

en éliminant = entre ces deux équations et puisque uxlU. et
que sur le corps v/u=Yy,' (glissement)
v/u=Yv'+(Yo—y)}/{ dLogp/dx
or v/u=dy/dx
et aprés intégration:

((y-Ye)™{)pn=constante dépendant de la ligne de courant.

Par hypothése 7=14€ €->0, 1’expression devient en ¥=Ya
(Yv—Y2)(YaY'a)’=CSTE
L'expression de la trafnée va permettre de trouver cette
constante:
Les relations intégrales {11) s'écrivent ici:
D=D, /2+J.IQ*PY ‘dx
=“Das/2+0

Y=
3Ivbp/{f—l)dy:é“‘p(Y.—Yb) au premier ordre en 1/¢€
d’'od
(YY) (YaY o) '=€D,/ U2 {35)
ce qui détermine la constante précédente. En posant Ya.=AxP,
Y»=0, on retrouve 1’analogie de l1'explosion forte:

n=2,/3
A=2J(9€r/4) Cat-=

1.4.23 La loi en puissance 3/4

Une autre forme de choc caractéristique est le choc en x=-=
qui apparait lorsque 1'on tient compte de la viscosité.

Avant d’exposer ces méthodes rappelons les Principales

équations de théorie de la couche limite compressible a4 grand
nombre de Mach (7)) (=8) (=21



Reprenons les valeurs sans dimension X' y' p' »' v’ et
u'=u/U= (vitesse selon Ox et non plus sa perturbation) posons de
plus ¥'=p/p. h’=2h/U=2 (enthalpie) et H'=h'+ku’2.

Substituons dans les équations de NAVIER STOKES et conservons
les termes aux ordres O et 1 en 1/R7v2 :

Enlevons les ’'primes’ en gardant & l’esprit le fait que 1°'on
travaille maintenant sans dimensions:

bruleX+o v/ 0y=0
rlue/exX+ve/oyIu=ratladun/dx+(1/R72 )8 (PBU/BY) /oY (36)
p=(ti=1)72¥)(phrv2)

slus/ex+ve/ey)H=(1/R12) (o/ey) [ (B/o) (8H/8y+ (o~1)puZ fay) ]

L’indice o représente les quantités & la lisiere de la couche
limite (edge en anglais)

posons comme nouvelles variables:

kaEXEJo Cpuadx en supposant p=CT

¥

éta=y=JR (Io rAy)/Jdlks 1)

ce changement de variable permet de coincider avec ceiui,
classique, du cadre incompressible.

et u/u.=sf(x,n)/an=f" (37}
Les solutions sont ensuite recherchées sous forme Auto

Similaire -

1.4.3.1 approche heuristique Havyes & Probstein(37)

Plagons nous & la lisiére de la couche limite, et écrivons
que les termes visqueux et inertiels sont du méme ordre de
grandeur:

AUU/x=pli/sd2 => S2zpx/,U
622 (/P ) (Pa/P)(T/Ta) (Hax/s=U)

supposons que M/H==CT/T- ( prendre T® ne change pas
fondamentalerent ce petit calcul)

D’apres la loi de Crocco: T/T-=M2 (intégrale de la
conservation ce l’énergie, résultat de la théorie de la couche
limite compressible (®*) résultat gue nous alloms retrouver au
paragraphe suivant sous la forme h/h.=M2) et P/P.xM282 d'aprés
les relations de choc fort lorsque K=ME>>1. Nous étudions une
plaque plane surmontée d’une couche limite gqui forme un COrps
"équivalent® 6=5/x (on utilise le concept d'épaisseur de
déplacement, comme en incompressibie) d'ol:

8/x=J{HJIC/JRa) donc 6/x @ =%

S est donc en puissance de 3/4 5i on pose X=M=J(C/R.), en

appelant X paramétre d’interaction op a:
S/x=(1/7M) 38X (38)

sage 12



1.4.3.2 approche de MIRELS ELLINWOOD (==)

reprenons les équations { )}, dans le cas du choc fort
B>>1 => Ha/ha®(7-1)H2/2 en remarquant que

h/ha—f'2=((h+f'2/2)}/ha)-f*2(141/2ha)=(Ha/ha)l{g—-f'2) donc

h/7ha®({-11H2 /2 (g-f>2)

h/he=pre/pes or il n’y a pas de gradient de pression
tranversal 4 1’ordre d’approximation choisi:

ral rE({—1IM2 /2 (g-£f2) (38)

les variables sont telles que

dy=dn/JR (¥—1)H2/2 (g-£'2)/se Jksi
dy=dn/JR (¥-1) Ue/¥Pe (g-f°2) JASi

d a I (ij-dx]/p-
sz(g—f‘zldﬁ

comme poxX<=~= (par auto-similarité)
avec & o xn épaisseur de la couche limite:

X @ (Jx2h—21)x2-2n
=> n=3/s4

approche de BUSH (=)

l*équation de continuité s'écrit en variables de VON MISES,
pour un gaz parfait:

slv/u)/e¥=a(T/pulsax (40)

5i les solutions sont recherchées sous une forme "auto
semblable” derriére 1'onde de choc ¥=xn:
u=U0%) w=x=—31Y(31)
T=81(%) P=X2n_1Po
avec i=¥/J(xP/Po) comme nouvelle variable
L=X®2¥ m=1/2-n
YA EX VAN N R AT NS
B8V =XR B /5],
aprés substitution:

2R e (V/U) 83 ]1=IPe~*2(1-n)8/U+nte(O/U) 2t Ix2c 2—n3—1
Ce qui impose par égalité des exposants de x; n=3/4. La
partie Il va 8tre consacrée aux ondes de choc de ce type, et aux

problémes d’interactions entre les parties visqueuses et non
visqueuses de l*écoulement.

rage 13



11 LE PROBLEME DE L*INTERACTION ENTRE LE FLUIDE VISQUEUX ET
LE FLUIDE PARFAIT

introduction

Comme nous le savons déja il existe prés de la paroi une
couche mince d'épaisseur 8 ol la température est élevée, la
densité faible et le gradient de pression transverse faible felle
est donc bien définie physiquement). Nous allons examiner au
moyen des techniques de "couche limite" comment se comporte la
température lorsque 1’on traverse cette couche pour aboutir dans
la région non visqueuse et domninée par le choc. Nous suivons pour
cela la démarche de BUSH (=), puis de LEE & CHENG (23%), de
STEWARTSON (®=) ainsi que de CHENG (®).

Hypothéses

Nous nous intéressons bien sur au cas Mo2>>1 R>>1 avec de
Plus les hypotheses du choc fort. Le gaz est choisi parfait
(P/eT=Pu/reTe ). Le coefficient de vicosité M sS’écCcrit: M ;sHop=zHLT"
ou 1>R21/2 dans un premier temps puis dans un second temps R=1.
Les résultats sont en effet distincis. Le premier cas nécessite
1*introduction d’'une région de transition visqueux / non visqueux
afin de raccorder les solutions "intérieures et extérieures".
Dans le second cas, le raccord ne parait pas non plus possible au
premier ordre, maisS nous verrons que la solution est contenue
dans les termes du second ordre gqui ne pouvaient pas &tre
négligés, -

Plagons nous a4 une distance L du bord émoussé de la plaque
plane. L sera notre nouvelle unité de mesure longitudinale.

Bcrivons que la lisiére de la couche limite a pour équation
¥=8Ye(x), plus loin du corps s'étend l'onde de choc y=8Yaunl(x),
avec bien sur Yan(x)>»Yu(xX); entre les deux se trouve la zone oui
1'écoulement peut &€tre considéré comme non-visqueux et ou l'on
peut appliquer 1°*HSDT {(Hypersonic small disturbance theory) car
la couche limite se comporte comme un corps mince d’épaisseur de

déplacement 4.

Il faut poser € petit paramétre tel gue €=6/L

Les variables de Von Hises désormais classiques sont
utilisées.

II.1 les équations du mouvement: (=)

on écrit toute quantité physique sous la forme génériques;
Q*=Q=Q

avec comme grandeurs sans dzmen51on classiques:
M2=(:.U? o3 /1ip)
R=UcL/ -
Pr=v:aCork
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les équations de NAVIER STOKES vont s'écrire en variables de

VON MISES, c’est & dire que pour les dérivations:
S/ BR=L/ EX— sV O/ Y
b/BY= UL/ BF
U-Y=ub/oex

(1)

Intéressons nous par exemple & l’équation de i1’énergie sous

la forme classique:
FTU1aaS=TaJD:J_q1.1
les dimensions de ces quantités sont, Q®=0QQ.:
(s Dy, I=palUn2 /12
[qi,alEPprTwL‘zPr‘i
[sTuseisIzraToU=L—*[s]

L'entropie en variables p T:
s/Cp=((1-7)/9)Logp/pot+tlogT/To
donc (sl1=C_

(2)

(3)

or §=C5/C+ et d’aprés la relation de HEYER Co~Cv=Pu/rwTe

donc Co=¥/(¥=1) - (Pa/reT=)

en divisant (2) par ,oT-U-L-2C_ et en utilisart (1)
le produit contracté des tenseurs DiyTay s'éerit:

D;,T4,=[((1—1)/1)1H2T“/R]-[(Fuhulﬂ¥+(év/6x—ﬁvév/by)JZ+

+2((susexX~eveus/¥)I2+(suav/a¥F)2 ) -
—(2/3)(lausax—sviurss¥)2 ) ]

la divergence du flux de chaleur s'écrit:
Ga,s=(1/Pr)Lrua(T?usTre¥)/ ¥+
H(o/0X—pva /oy (T (b/0X—sva/ay)IT)]
la variation totale d’entropie s‘*écrit:
rTds/dt=,sueT/ox~(({-1)/{)ubp/ox

(4)

(5)

(B8}

En regroupant (4) (5) (8) selon (2) on obtient 1'équation

compléte.

II1.1.1 la région non visgueuse

Les variables adaptées 3 cette zone SONt Xn=X et ¥n=¥/€

Et ainsi que nous le vimes au I1.3.3.1 8 :

U=1+€2up(Xn, ¥ul+. ..
vzévh(xh,¥h)+...
p=fH2€2ph(xh,?h)+...
T:iHZGZTh(xh,%h)+.-.
A= e (Xp, ¥ul+. ..

La solution est cherchée sous forme "“Auto Similaire”
2 un choc en loi de puissance ¥Fn=xnh

les nouvelles, variables seront: X, et in=¥%n/Xuh
Avec 1. variant entre O et 1.

(7)

assocaiée



Les relations de choc conduisent a poser:
Pr=Xn " =¢21-m 3P, {%in)
TheXn 283 038,( %)
ﬁh=Dh(Zh) (8)
uhzx—zc 1—n ,Uhtlh)
Vh=Xn """V, (%n)

Faisons tendre % vers O, on a:
phth—ztz—nspo
Vha=Xn 1"V 1{9)

Les quantités P, Vo 8o sont connues par la résolution des
équations différentielles vérifiées par Pn Vn On Dn oObtenues aprés
substitution de Pn Vs Tn £n dans les équations de NAVIERS STOKES,
a la premiére approximation (EULER), ce sont les équations (18}
du I°. La conservation de l1’énergie se formulant plutdt:

AR Tn /6Xn—(1-1/9) 6Pn 7/ 8Xn=0 (10)

Or quand % tend vers O & x constant: ¥->0 et comme, d’aprés
(10), 1’entropie se conserve le long d’une ligne de courant
Purn ®=Pu (1)Dn(1) =y, —=2C2— ) o=y

Ce qui fournit le comportement de la température T=P/s:
T=CoXn™¥n® (11)

ou a=-2(1-n){(¥-1)r/7 Db=-2(1-n)/(n¥)

La valeur correcte pour n, comme nous le savons et comme nNOUs
le retrouverons au prochain paragraphe est 3/4.

T se comporte donc; pour ¥, en ¥® b=—2/(37)

La température est infiniment grande &4 la surface du corps!

Voyons maintenant dans la couche limite comment se comporte

la température.

IT.1.2 le cas 1>Q21/2 : la région visgueuse

nouvelles variables

Plagons nous dans la région visqueuse, la température y est
trés élevée, la densité faible.
Le changement de variable
X=X ¥u=¥ /€=
U=l v=€vy p=fH2€2p, T={M2T, »=€2 sy
suit la démarche de VAN DYKE et semble le plus approprié,

les quantités au sein de la couche limite doivent se
raccorder de maniére & ce gue, puisque lorsque ¥-—>0:
u->1 v—>€x" "o Pp->i¥MH2€2zx=m—1p, (12}
Up—2]1 V2% Ve pPu—2%x®""*Po pour ¥p—>w



les équations

Au premier ordre les équations du mouvement s’écrivent:
E(Ve/Un )/ e¥ =8 {Tu/Pore) / X HPw/ b¥e=0 (13)
UbdlUn/ 6Xn+Po ™ *Tedpu/dXw=

=LOTH2 )2/ (RE2) Iputn 8 (UnT R *dUn/é¥ ) /¥ w1 ( 14)
bThfbxb—((?—lllf)pb‘i(dpb/dxb)sz
SLOYH2)?/(RE4) Ipu(Pr2 e (UnTe® 2aUn/8Vn) / 8¥ ut
HHU{-1)/ ) unTe™ *(bun/bd¥n)2 ) (15)

le paramétre d’interaction X

Le terme en facteur des termes de viscosité et de conduction
de chaleur doit &tre O(1) pour les conserver.
(fH2 )=/ (Re=2)=1 disons
=> S/L=€=[({H2 )¢ sR]21-=
or l'hypothése du choc fort est:
M2ez2351
en substituant €:

L(¥H2 )= "/RI3-25>1 <=> X>>1 (18)

Le paramétre d’interaction X=[({M2)=+s/Rji-=2 déja invoqué
réapparait. On comprend maintenant mieux sont rS5le. Comme L est

une mesure de X, les conditions de validité de 1*étude se
formulent:

8/L<< 1
Mzg25>1
donc H27 (< R K< N2z
Le domaine d'application est donc:

N2Ry/Ua << x* << H2C2+23 /0], {(17)
Effectuons une petite application numérique:
M=10
U=3000 ms—?

v=1,74 10=* m2s~* (4 100°C qui est un ordre de grandeur trop
faible pour les température hypersoniques, mais v décroit avec T)
le résultat donne x™ mesuré en pm !17?

la température

Partant de 1°équation de continuité avec
Uw=Ur (1) Ve=Xo™ " Wl in)
Te=Br{lv) PpPu=%X2""1Pg
avec in=¥u/Jd{xuP/Po) comme nouvelle variable
Le=Xn®"y n=1/2-n
on retrouve conformément au paragraphe précédent que n=3/4.

Considérons une expression polindmiale en % pour 8 et un.

Quand %->w, l’équation de l1'énergie s’écrit avec les nouvelles
variables: '

Pol{1/Pr)}d(0u”  3UpdOn/din+(1-1/7 ) UuO™ 2 (dUn/d%w)2 1+
+425d05/d it ((7-1)/27)0,=0
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apres substitution dans cette équation et dans celle de la
quantité de mouvement, aprés identification, et retour aux
variables xn. et ¥, on obtient:

TeZaXy *- 2010323y, —2-¢1-2) (18)

L’examen des puissances:-2/37 d’une part et: -2/(1-9) d’'autre
part, permet de constater qu’aucun raccord n’est possible entre
les expressions pour ¥n—->0 et ¥e—D>+o,

Il est donc nécessaire d’introduire une région de transition
aux variables x. et ¥ telles gue lorsque ¥.—>+® on retrouve le
bon comportement lorsque ¥,->0, et lorsque ¥.->0 on retrouve
celui de ¥u-D>4w, :

11.1.3 la région de transition visqueuse

nouvelles variables

Introdu:sons pour cela les grandeurs intermédiaires:
X+ =X +=¥/8
u= 1+I’3u-= P
v=€vaet. .. (19)
p=¥M2€2p.+...
T=¥H2RT-.

ou © et & sont deux petits paramétres & déterminer tels que
leur ordre soit compris entre les ordres des gquantités
équivalentes prises dans les deux régions précédentes:
C=LBLKLE . {20)
E2LBK]

avec ces notatioms, le coefficient qui apparait devant les
termes de viscosité et de conduction de la chaleur est:
{({{M2 )17/ (RE*)IF{€S/(F2R2*~5) ) (21)
le premier terme entre accolades vaut 1, il faudra vérifier
que le second est aussi Q(1).

en posant TLoXP'0:(%x) et 1:=¥./X.®2 C: Cc=z exposants réels
1’équation de 1’énergie se transforme alors en:

(Po/Prid(0.%-146,./d%:)}/d%-+C22+d8-/d
~(Cs#+{(¥-1)/27)6,.=0 (22)

en tentant le raccord en %.->+= on peut déterminer c. et C=,
l*équation ) se simplifie en:

(Po/Prc=14(6,.""1d6./d%.)/d++14d0:/d %+~ (2/37)90.=0 (23)
BUSH en fait 1’étude compiete par la méthode des roints

singuliers. Il obtient alors son comportement en O et +o.

Le raccord en ¥.->0 et ¥o->+o et la condition (21) 1lui
18
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permettent de trouver les paramétres J, et Jz tels que:

B=€r1 f=€I2
Ja=[3-(1-3(37+1)/371/01-(1-R) /371 (24)
J==[2(37-1)/371/01-(1~-R)/3%1] €25)

1'épaisseur de la couche de transition est donc:
(28)

O(€T3+rIz—2)¢¢

conclusion

GrZce a ce modéle on peut décrire 1’évolution de la
température du corps i 1l’onde de choc, les trois différentes
zones se raccordant les unes aux autres.

I1.2. le cas %=1 la région visqueuse

(31) (32) (33)

le point de vue de STEWARTSON (4)

Avant de poursuivre l'étude de la transition telle gu’elle
est décrite par LEE et CHENG, signalons une autre approche et un
autre changement de variables qui sont introduits par STEWARTSON.

ME>>R>>1 (hypothése du choc fort).

I1 part du fait connu que
la longueur H=v/U. telle que:

Cela lui permet de construire

(M® v/ U ) x=x™. *=quantité dimensionnée.

et (MSv/Un)y=y*
Usu=u* (27)
Vle/Ha=v*
PP==pP™ .
FRm=p*
Toutes les équations qui vont suivre sont bien sur les

meémes, 4 un changement d’échelle Pres, et A une formultion
légérement différente prés, que celles du paragraphe précédent.]

On étudie donc le domaine x<<1.
Le choc est en Y.=Ax®-*. A sera déterminé ultérieurement par

raccord.
Au choc et compte tenu du fait que dYw.s/dx>>1

u=1
v=(2/(1+1))dY= dx :
P=(27/{7+1))(d¥Yar/dx)2 ' (28)

A={¥{+1/9-1)

Ecrivons que
s-t=E'<=mp=i-a g=7y E fonction de ¥ seulement:

T=E-=—1,
En conbinant ces différentes expressions, E pour chague ligne
de courant:
. , (29)

E=[97A28~ 1 ({- 1)=& ({+1)—=s— 1] (A ¥ )2->

L équation de continuité devient:
fov/ex=—up/ay ’

Et la quantité de mouvement: (30)
jov/oy=—El“sp-1-i-ahp/ax



POsSONs
N=¥/Yu
v=(2/(¥+1))dYa/dx V(4) (31)
P=(2¥/(¢+1))(dY.rsdx)2 P(3)

On a alors aprés substitution un systéme différentiel
ordinaire que l'on cherche i résoudre Ssous la forme:
P'=nV'+ys3
Vi=({-1)[4 2~ 2xP-2-1-x(2P/3+1P* ) 1 /27 g=y (32)
Par la méthode de RUNGE KUTTA 3 l’ordre 4 pProgrammée en
FORTRAN.
Sa solution n'est plus réguliére en 1=0 pour V' | Po et Vo
sont finis mais mais V’=0(n~-2,3y). On a
Po=0.5820 Vo=0.7095

La résolution de ce probléme nous donne les conditions A la
lisiére de la couche limite. La solution est, au facteur
d'échelle prés, bien sur la méme gue celle évoquée plus haut en
(9)

Plagons nous dans la couche limite
STEWARTSON écrit:
T=(¥-1)HuZ2 {(S—uz ) /2 (33)
S est similaire au "g" de MIRELS ELLINWOOD, avec les
nouvelles variables:
¥u=¥.,Ha2
r

Pour effectuer le raccord des Vitesses transverses, il faut
la valeur de v 3 la lisiédre de 1la Zone visqueuse: va.. L'équation
de continuité:

HeZ 8(v/ud/a¥u=b((pu)—2) /ax (35)
par intégration, et substitution de (33) et (34):
2t ¥u-D>w

Va={{—-1)/2 d(fjo(S—uz)dzlp-i)/dx | (36)

a4 raccorder a
obtenu pour ¥->0

Pour ce faire, posons B=SV¥A28-2(y+1)~1p,.

P s’écrit alors p=Bx—*-= pour ¥->0 comme dans la cotche limite

le gradient de pression transverse est nul, p=Bx~*“2 dars toute
cette couche,

En posant ¥Yu=2J4(BCIxX174f (%) (37)
avec Xv=z/[2J(BCIx*-%] et C constante de CHAPHAN P/ o=CT/T..
les équations satisfaites Par f(xw) et SixXw) sont:

£+ 4 ((7-1)/7)(S-f"2) (38)
S"+£S°=0



avec comme conditions aux limites puisque u->1 T->0:
f(0)=f*(0)=0
S{0)=8., température est imposée sur le corps (391}
f*(w)=S(w)=]

On obtient ainsi des équations de PRANDTL "généralisées" au
cas compressible a M>>1.

-+ -
En résolvant ce systéme on pose I=JD(S_f’2)de .
d’od va=((i-1)/2)IJ(C/B) que l'on raccorde & sa valeur (40}
dans la zone non visqueuse a ¥—>0

on en déduit la valeur de A
A=[2(¥—-1)2(¥+1331I2C1/[9¢PcVo? ] (41)

Si on revient a la variable y:

y=Io(Pul‘1d¥=H2IoT/(pu) d¥s
Le bord de la couche limite est défini précisément par:

5=Jo(pu)—1d¥=HZIo(S—f’2)[J(BC)X"‘/BX“’Z)]dxb
car d¥p=f’xi-2=yxt- =<
en revenant aux variables dimensionnées:

(6/L)=K(C,7,Po,Vo) (x/L)3-2i~1 Y2rr= (42)
ou K est un coefficient accessible par le calcul numérigque:
K=IJ(C/B)

par résolution en FORTRAN toujours par la méthode de RUNGE-
KUTTA, on trouve gue Ix=1.347

Ce résultat n’en est pas moins inexact, nous avons raccordé
la vitesse v., mais pas la température, comme en += on a f=Xw, la
seconde &quation suggére un S gaussien: la température ne pourra
Pas se raccorder.

Un important probléme est donc soulevé pour la température
lorsque ©=1. Nous allons voir au paragraphe suivant, avec LEE %
CHENG, comment le résoudre; et ainsi justifier le modéle 3 deux
couches que nous venons d'utiliser, mais nous allons introduire
une correction a l’expression de la température. Les calculs
numériques de LEE & CHENG corroborent ceux ci-dessus pour Po et
Vo et laissent penser que I est du bon ordre de grandeur.

I1.3. le raccord de la température a =1

les variables

Revenons dans la couche limite avec la variable ¥Po=¥n/82=¢%/83,
et voyons comment se comportent les équations au second ordre.
Mais pour 2=1, =3 (d’aprés (23) et (24)). Ainsi pour Q=1, la
zone de transition ne peut &tre construite car elle coincide avec
la couche limite. De fait prencns les résultats (23) (24) pour
construire les variables de la couche limite afin de tirer
bénéfice du calcul de BUSH:

X=X ¥eu=¥/3% -
in=Fu/ AP0 2Ry 172 ) S nXn 12/ (€2 P, 2 2)
USUptBun+t. ..
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V=€ [Ve+Rvay. . . 1 (43)
p=7H2¢z2 [prtpent...]

T:7HZB[T5+Tbb+. N

§=¢= ., 3=J, pour Q=1

B=gx k=201-2/37)=J2 pour Q=1

€n écrivant ensuite que Tu=8x (%43 et Toe=Xe 80 (1)

l'équation de 1’énergie

Si tp->+o 1’équation de 1’énergie au Premier ordre devient
Puisque U=1 et U =(Q:

eb“+(Per/4JGb’—(Pr/2)(I—I/f)eh:O {44)

Elle est linéaire.

Ses deux premiers termes suggérent une Gaussienne (cf
1’équation de STEWARTSON en S). En Prenant Tiz%v=exp(-Priz.2,/8) et
en substituant, on trouve Pour «=(3¢-2)/¢Y que T, est solution A&
des termes d'ordre 1/%»2 prés. Les deux derniers termes admettent
comme solution Tz=%,> avec a=2({-1)/%{ Tz est aussi solution de
(44) i des termes d’ordre 1,/%.2 Prés. T= ne peut cependant pas
€tre retenu car T= n'est pPas décroissant en +o. T, est bien
décroissant mais eéxponentiel lement tandis que la solution de la
Couche non visqueuse décroit algébriquement. La singularité vient
de 9=1. BUSH obtenait en effet:

':[‘_‘= [ve x_b:./(2(’ 1—52 Jy‘.b-—z/t 1—352 12

Cette expression qui ne se raccordait Pas non plus avec la
Couche non visqueuse 1’avait conduit a introduire une couche
intermédiaire. Hais, a4 Q9=1 elles Seraient confondues, avec LEE &
CHENG observons Pluidt le comportement de 81+ qui est l'ordre
Suivant de la température.

L*équation vérifige PAr ©wy trés grand, obtenue 4 partir de

l’expression de 1la conservation de 1°'énergie au second cordre,
S’écrit, aprés Simplification:

Zhebbeb’/4+(1/3f—5)9$u-1b9’bb/4z(—1/Pr)(Sbb/eb)(19b1“+eb"

Substituons y une solution en ¢.°
[0. %62 +(c/4+8/37)40( 12 )]1=0
d’00 Byu=E i~ 2-2a 8=V, on vient de retrouver 1’exposant -2/371

La tentation est alors grande de déterminer 1la constante E,
bar raccord avec la zone non visqueuse:
T=yM28xx, —xE 1l 2 2
T=¥M2€2529,%,,~2-27, ~2 24 . (45)
d ? ol E 1=90A2 Po_ 1/3‘..

La solution de 1a couche limite au Premier ordre tombant er
defautr, on peut se demander si la solution obtenue ci dessus est
bien valide. En effet il se pourrait que des termes du troisierme
ordre puissent avoir AusSsi une incidence.



I1.2. la zone de transition

les variables

On courrait donc faire une étude des termes d’ordre trois.
Cependant, il est plus simple d’introduire une nouvelle couche de
transition et d’y étudier la température.

Les termes du premier et du second ordre sont de méme
grandeur ({(44) (45)] lorsque:
T==0(1), avec:
-tz[ﬂ‘zb*ZI’B‘]/{zb—(a‘-—ZJ/‘e——Prt_h/B] (48)
soient les variables x. et %: tel gque 7.=0(R) représente le
domaine visqueux tandis gque 1->>1 est le domaine incompressitle.

Soit %Zx tel que L.=1, {48) devient:
O=LogR+(97-8) /37 LogixtPri«?,8
BLKT => Tw>>1 3x=J(-8Pr~*LogR) [%+2=0(LogR)] en premiére
approximation. '
Si on écrit que %t+=%+/1 , alors par définition de %< et La:
2= (T n/tw)eXp(Pr{in2—3x2 )1 /8) c=(9¢y-8) /3¢
e - luw?T(B/PriLlogi+0(1/%)

lorsque %.%1 .
te? =2 +8(~1+1 ) /Pr+0(1/%=) (47)
=2 Lwr2>1
or dans la couche limite %w=0(1); donc %.=0(1) correspond a
des %y logarithmiquement loin de la couche limite, et (47) =>
Le=tatO0(1/7,) ‘ (48)

d'aprés (44) et (45), la solution pour la température
s*écrit:
T=1M2 (BXn"™E1%lu"2"2%+Kix=exp(~-Priw2/8)) a=(3y-2)/7 (49)
od K est une constante multiplicative due au fait que
1’équation (44) est linéaire. Cette constante se déterminera E]
1’aide du calcul numérique.

par factorisation de 7« on a:
T={M2R L = 2 {E X 1 2&—21-23 4K /3 .3} (5013

les équations

Forts de cette écriture, posons.alors:
T={H2 R Wu"="3«T,
p=¥H2€2p.+. ..
V=€V ...
u=1+. ..

apres substitution dans les équation du mouvement:
P+/5%+=0 on le retrouve
Ve /4L+=0 on le découvre
et l1’équation de 1'énergie devient:
(X' 2/ A2Po ) (0(PeledTe/ 6%/ a4 6T/ 8%.)=0 (31
mais par raccord:
P+=A2Pox+"*“2 donc (S51) devient:
2T/ 8% 2425 (6T /50.0=0 (52)
rag= 23 )



gui s'intégre facilement en:
Tt=f1(xt )/Z-:-i-fz(xt)
le raccord pour %. grand donne f=(X.)}=A26oPo— *~Zayx,—* g1 pour
1-=001) f,(x+)=K, s0it en définitive:
Te=K/%++A20oPo" 1 2ayx, —k (53)

Dans la couche de transition les deux termes sont d'égale
importance. Ainsi, la solution dans la couche limite au premier
€t second ordre est le développement composite pour la couche
limite et la couche de transition.

Numériquement, LEE & CHENG ont montré que les corrections
dues au paramétre R ne sont pas tres importantes, €t qu'une
théorie au premier ordre est suffisante pour étre confrontée aux
résultats expérimentaux. D’autre part, B=€k a pour effet
d’"étirer" 1’onde de choc transversalement:

Yam€AX3 2 ita(€rxt-4)xs, | | ] k=2(1-3/%)

il en résulte une diminution du taux de transfert de chaleur

a la paroi.

conclusion

La méthode développée par LEE & CHENG permet de justifier le
modele & deux couches utilisé auparavant sans justifications et
bien que la température ne scit pas raccordée. L'étude et la
connaissance poussée de cette couche sont en effet fondamentales
pour la réalisation d’engins hypersoniques habités.
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La résolution des équations (I1.32) posées par STEWARTSON (=21)

en FORTRAN par la méthode de RUNGE KUTTA d’ordre 4 nous donne:

distance....

1. 0000000

89.000000E-001
8.000000E~-001
6.989998E-001
5.889999E-001
4.998999E-001
3.9998398E-001
2.989999E-001
1.989999E-001
1. 000000E-001
1. 000000E-002
1.000C000E~-0C3
1. 000000E—-0Q05
1. 0GO00Q0E-008
1. 000Q00CE-0G7

c e Pression..

1. 0000000
9.507151E-001
9.029465%5E-001
8.568299E-001
8.125110E-001
7.701470E-Q01
T.299105E-001
6.920018E-001
6.5668789E-001
B6.243550E-001
5.986972E-001
5.964401E-001
5.862020E-001
5.9681999E-001
5.961999E-001

...... Vitesse

. B28038E-001
.B848913E-001
. 458554E-001
.256491E-001
.04053BE-C01
.807173E-001
.550155E-001
8.25683TE-001
7.892120E-001
7.330581E-001
7. 1685032E-001
7.100791E-001
7T.096458E-001
7.095031E-001

WO

Ces derniéres valeurs sont quasiment les résultats de (2:)(2=2),

La résolution par la méme méthode des équations (I[.38), le
probléme ayant des conditions aux limites & satisfaire en deux
points, il faut emploier une méthode de tir, les conditions en 0.0
qui donnent les bonnes limites en +o sont:

f'=0 f"=0.6556 S=0.5 (choisi ainsi arbitrairement) S5°'=0.2516

1e choix de la varable X dans le texte est malheureux, i1 ne faui
pPas confondre cette variable "transversale” avec la variable x
longitudinale

I(S—uzldxbzl u=f"’

xb= .00 u= .00000 S= .50000 T°= .50000 I= . 5000
Xxb= .40 u= .24987 S= .60047 T°= .53803 I= .71186
xb= .80 u= .47018 S= .,68861 T°= .47754 I= .9173
Xxb= 1.20 u= .65284 5= .78916 T°= .36282 1= 1.0864
xb= 1.80 u= .79233 S= .86559 T°= .23781 I= 1.2062
xb= 2.00 u= .88807 S= .92316 T°= . 13450 1= 1.27986
xb= 2.40 u= .84630 S= .396113 T°= .06564 I= 1.3185
xb= 2.80 u= .97730 S= .98280 T°= .02769 I= 1.3383
xb= 3.20 u= .99182 S= ,99343 T°= .01013 1I= 1.3433
xb= 3.80 u= .,99732 S= .99790 T°= .00325 I= 1.3458
Xb= 4.00 u= .89928 S= .3898950 T°= .00084 I= 1.34865
Xb= 4.40 u= ,98986 S= .99999 T°= .00028 I= 1.3487
Xxb= 4.80 u= 1.00000 S= 1.00012 T°= .00012 1= 1.3488
Xb= 5.20 u= 1.00003 S= 1.00015 T°= . 00008 I= 1.34868
xb= 5.60 u= 1.00003 S= 1.00015 T°= .00009 I= 1.3468
xb= 6.00 u= 1.00003 S= 1.00015 T°= .00008 I= 1.34869



liste des symboles utilisés:

amplitude de 1'onde de choc

coefficient

coefficient

vitesse du son

coefficient de trainée au I. Constante de CHAPMAN au
épaisseur de la plaque, caractérisant l’émoussement
=y

intégrale

=2(1-2/3%)

nombre de Knudsen

paramétre de similitude au I

constante au I1I

AR ARAA R A0 D>

lpm libre parcours moyen lpm=m/:c (¢ section efficace) -

L longeur caractéristique considérée

M=? nombre de Mach au carré dans 1'écoulement incident
0() de 1’ordre de ...

Pr =+,Cp/k nombre de Prandtl

R=U=1L/v. nombre de Reynolds

t/6x dérivation partielle par rapport a x

' dérivation par rapport 4 la variable courante

4 racine carrée

~ symbolise la puissance: a”2=a?2

coefficient ou symbole de proportionnalité
=ck .

=Cp/Cv

épaisseur de la couche limite

=8/L au II. €=y-1 au I
{(dzétalvariable de couche limite
(éta) variable

température

variable

Viscosité

=K/ s

densité

angle de choc

angle caractéristique du corps

flux au I, petit paramétre au II
(khi) paramétre d’interaction forte
fonction de courant

H o T% 120021/2
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