chapitre 2

Cours de DEA de Mécanique Filierell, UPMC, 1997.
Introduction ala Stabilité Hydrodynamique.
M. Ross & P.-Y. Lagrée.

Notions de stabilité et de systéme dynamique

Dans ce chapitre, la notion de "stabilité " est définie. La démarche est présentée de
maniére générale, puis sur un exemple (une équation aux dérivées partielle, une PDE). On
introduit également les notions de bifurcations, seuil, hysteresis.

1. Notions de systéme dynamique
1.1 définition

On appelle systéme dynamique an degrés de liberté un systéme défini par ladonnée den
grandeurs xp, dont I'évolution dépend de n équations différentielles ordinaires:

Xn(t) pour 1<=n<=N

dxp/dt = Fn(X;,t,Hk)
avec les p paramétres de contrdle

H=H1<k<p

s F ne dépend pas du temps le systeme est dite autonome.

1.2 exemples
Systémes autonomes:
- oscillateur en rotation: 2 degrés de liberté (6 et d6/dt) et 1 parametre de contrdle la
vitesse angulaire de rotation w
- équations d'Euler; Navier Stokes (notées N.S.). nombre de degrés de liberté infini .

Systéme non-autonome :

-expérience de Faraday.

Un bac d'eau (ou une tasse de café) que I'on fait osciller verticalement (apparition de
structures ala surface.)
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2 méthode:
i) Dans toute étude de stabilité, la premiére étape consiste a chercher une solution de référence appels
solution de base. En général cette derniére satisfait aux symétries du probleme. Comme les system
étudiés sont pour la plupart autonomes, on considerera souvent des solutions de base stationnaires. C
les désigne sous le terme de points fixes dans le langage des sytémes dynamiques
Fr(xj0,1k)=0
-> par exemple 6=d6/dt=0 pour e pendule entrainé.
-> Pour NS : le profil parabolique de Poiseuille est solution de base pour un écoulement
en cana plan soumis aun gradient de pression
-> Pour NS, I'écoulement de Couette entre deux plagues.
-> Pour les équations d'Euler, des écoulements du type u=Ug(y) v=w=0 et a pression
constante sont solutions de base. Ces derniers sont reliés a des écoulements de type
sillages, couches de mélange & jet pour lesquels les lignes de courant sont paralléles.

—
-
-
——
couche jet sillage.

Enrégle générale, on ne sait méme pas écrire anaytiquement |'état de base!!!

ii) Dans toute étude de stabilité, la deuxiéme étape consiste a linéariser autour de I'état
de base x0 (stationnaire ou non) le systéme

dXp/dt = Fn(Xj,t,Hk)
Onposeoll X = x0+ x, et apréslinéarisation, il vient:

dXOn/dt + an/dt = Fn(xoj,uK) + g (XOjMK) Xj + ..
J

comme x0 est solution du systéme, les fluctuations vérifient donc le systéme linéaire
oFn
dxp/dt = —(x0;, k) Xi
GXJ‘( i HK) Xj
A l'inverse des systémes nonlinéaires, on est capable de résoudre analytiquement de tels

systemes linéaires.
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Exemple N.S. (U vecteur)

Y, umu = - Lop+v D20, mU=0,
ot p
par perturbation de I'état de base U = Ug+u, P =Py+p devient

Z—tu+U0D]]u + ulDUg= - 1 Op +v 0%, [Mu=0
p

Les symétries de I'état de base sont importantes: si x n'apparait pas dans Ug celasimplifie
I'étude du probleme linéarisé puisque cette variable n'apparait pas explicitement dans
I'opérateur. On peut alors utiliser de maniére efficace les outils puissants de 'analyse de
Fourier.

Le systémelinéarisé est par exemple autonome si la solution de base est stationnaire.

iii) Pour un systéme avec deux degrés de liberté et une solution de base stationnaire, on
aboutit aun systéme matriciel a coefficients indépendants du temps:

Odx/dtO0=0a b 00 xO
Ody/dtO=0c d 10 yO
Apres diagonalisation de lamatrice:
Odx/dtO=@ 00 [OxO
Ody/dt0 =000 OyO

iii-a) Si les deux valeurs propres sont réelles négatives, x et y tendent vers O
exponentiellement, I'orbite revient vers ce point fixe qui est donc stable. On trace le
diagramme associé, ici dans la base des vecteurs propres. |l y aun "centre"/ foyer point
fixe stable (sur le dessin les axes sont perpendiculaires pour simplifier la représentation,
mais c'est un cas particulier)

iii-b) si A et u sont positifs on change le sens des fléches... C'est un point fixe instable.

c2 8 Décembre 1997 p3

iii-c) si une valeur propre est positive (A>0) et I'autre négative (1<0), on a un "Point
selle". Exceptées celles associées aladirection de lavaleur propre |, la perturbation croit
en amplitude. Le point fixe est donc instable car au moins une perturbation croit en
amplitude. Dans ce cas, e systéme séloigne aors du point fixe.

AR
N

iii-d) Si les deux valeurs propres A et 1 sont complexes conjuguées (elles sont conjuguées
car le syteme dynamique est a coefficients réels) et de partie réelle négative. On a un point

L
e

iii-e) Si les deux valeurs propres A et 1 sont complexes conjuguées et de partie réelle
positive, on change le sens des fléches: point fixe instable.

iii-f) Enfin si on ne peut pas diagonaliser, on met sous laforme de Jordan:
Odx/dt O=@& 10 OxO
Ody/dt O=00A0 OyO  Ared
lasolution est delaforme:
eM (., 0)+eM(t ., )

Si lavaleur propre A est strictement négative (resp. strictement positive), on a point fixe

stable (instable).

Si une valeur propre est telle que Re(A)=0 (ou A=0), la linéarisation ne donne pas
d'information sur la dynamique du probléme nonlinéaire. On ne peut plus conclure.par
simple linéarisation.
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Par exemple:
premier cas
dx/dt=Ax + x2.
Le point fixe est x=0, s on linéarise
* dx/dt=Ax A>0 (<0) instable (stable)

* 5§ A=0, linéairement il ne se passerien.

En revanche, pour le systéme nonlinéaire: dx/dt = x2. Une perturbation séloigne al'infini
pour x positif a droite, mais le systéme tend vers le point fixe x=0 si initialement on se
trouve en x négatif.

deuxiéme cas
Examinons maintenant
dx/dt=Ax - x3.
-Si A>0(<0) : linéairement instable (stable)
-Si A=0, lalinéarisation ne suffit pas, cela dépend du terme nonlinéaire.

dx/dt = -x3= -x2 x
D'une maniére un peu rapide, on peut parler d'un taux d'accroissement non linéaire et
négatif. Dans ce casle point fixe x=0 est stable

conclusion

Si le spectre de |'opérateur linéarisé ne contient pas de valeurs propres A=0 ou de partie
réelle nulle, lalinéarisation permet de comprendre |'évol ution d'une perturbation de faible
amplitude (Théoréme de Hartmann Grotman). S'il existe des valeurs propres de partie
rédle nulle, lalinéarisation ne suffit pas pour étudier la dynamique.

Si I'écoulement est linéairement stable une perturbation de faible amplitude vérifiant le
systeme général décroit.

Si I'écoulement est linéairement instable, une perturbation de faible amplitude augmente
d'abord exponentiellement, en accord avec le systéme linéarisé. Lorsque I'amplitude est
trop grande, on sort du domaine de validité de I'éguation linéarisée, les termes
nonlinéaires ne sont plus négligeables et peuvent saturer I'amplitude des perturbations. Le
systéme choisit alors un nouvel état qui devient le nouvel état de base. On parle de
bifurcation.
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ex: déstablisation de I'oscillateur en rotation.

3. Définition de la stabilité

3.1 définitions
Jusqu'a présent nous nous sommes contentés d'une définition intuitive de la stabilité.
Cette notion nécessite la définition d'une norme (une distance entre le champ perturbé et la
solution de base ug), par exemple on peut prendre:

[lu(x.t)-us(x.H)ll = maxxval Ju(x.t)-us(x.t)|
ou

llu(x.H)-us(x.Hll == t[lp/Z (u-ug)2dt
Vi

- ug seradit uniformément stable si et seulement si:
0 e>0 06>0/ ||u(x,0)-ug(x,0)|| <& => O t |Ju(x,t)-ug(x,t)|| < €

Onreste al'intérieur deladistance .

- ug est asymptotiquement  stable ssi il est uniformément stable et si
081>0 / |Ju(x,0)-ug(x,0)]| <81 => limg>e|u(X,t)-ug(X,t)|| =0
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Si &1 peut étre choisi quelconque, I'écoulement est globalement stable, en termes
mathématiques.ug globalement stable:
limg-se0|U(X,t)-up(X,t)|| =0

exemple:
dx/dt = -x3 x=0 est globalement stable.

Remarques importantes:
** un minimum local est asymptotiquement stable mais pas forcément globalement stable

** g ug est linéairement stable, ug est asymptotiquement stable.

Lorsque I'on raméne a un systéme de valeurs propres tel que Re(0)<0, up est
asymptotigquement stable.

Attention, tout cela dépend de lataille des perturbations: si on perturbe trop, le systéme ne

suit plus la dynamique locale. On peut avoir stabilité asymptotique sans avoir la stabilité
globae:

3.2 Notion de Stabilité Globale Fonction de Lyapounov

On ne sait pas en général traiter le probléme de la stabilité globale!
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Il existe toutefois un cas particulier pour lequel cela est possible: a savoir lorsgue I'on
exhibe une fonction de Lyapounov.
Il sagit de trouver une fonction V(x), X vecteur, pour un systéme dynamique de N degrés
deliberté.
& = Fiux)

On suppose qu'il existe un point fixe x(0) tel que F(u,x(9)=0.
Soit une fonction telle que:
i) V(x(@)=0 et V(x)>0 pour xzx(0).(V est minimale au point fixe)
i) Z Fi Y 05 x#xO.

0Xj
Ona

Cette fonction, appelée fonction de Lyapounov, décroit en permanence le long de la
trajectoire (sauf en x(0). x(0) est donc globalement stable.

exemple:
Soit le systéme de Lorenz (voir lafin du chapitre):

X'=0(y-Xx)
y'=px-y-xz
Z=-Bz+xy.

Pour p comprisentre 0 et 1, on vérifie que I'origine est un point fixe globalement stable.
Sa stabilité globale est étudiée al'aide d'une fonction de Lyapounov qu'il faut intuiter! On
vérifie quelafonction:
V = (1/2) (x2+oy? + 072
convient.
V(0,0,0) =0 et V> 0 pour x,y,z#0,0,0.
dvV/dt= o(y-x)x+oy(px-y-xz+oz(-Bz+xy).
dv/dt = - o (x2+y2 -(p+1) Xy + B 22
Or z2>0 et x2+y2 -(p+1) x y >0 pour p compris entre 0 et 1. C'est bien une fonction de
Lyapounov. Le point fixe (0,0,0) est globalement stable.

4. Systémes a un degré de liberté.
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4.1 définitions
Nous allons maintenant étudier des systémes un peu particulier ceux aun degré de liberté:

dA _
& = FA)
A une dimension, F dérive toujours d'une fonction potentiel G:
F=-a& -

Les extrémadu potentiel sont les points fixes du sytéme. Par ailleurs on al'identité :
dG _dGdA _ _(dG)Z <0
dt “dA dt T dA

On en déduit I'évol ution temporelle visualisée par des "fléches'.
D'évidence les minima sont des points fixes stables.
On examine ci-dessous les cas de bifurcations les plus simples.

4.2 Bifurcation Noaud Col
Etudions:
% =p+A2

donc G=-p A -A33.

Ontrace G "alamain”, en tenant compte du comportement al'infini, puisen 0
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>0 pas de point fixe deux extréma A = + V(-L).

Si p<0 le point -V(—) est asymptotiquement stable, mais pas globalement: si on perturbe
trop cette position, on risque de "gravir' l'autre bosse! Le point V(—p) est
asymptotiquement instable.

Diagramme de bifurcation.
: Aeq
inst
pas d'équilibre

U

Lorsgue pu=0 , la valeur propre est nulle: la linéarisation ne suffit plus. On a une
bifurcation "Noaud -col" (Saddle Node dans |a littérature anglo saxonne)

4.2 Bifurcation Supercritique

Sait I'équation (dite de Landau)
%‘;‘ =UA-NAS
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Si A est solution d'un systéme et S une symétrie de ce systéme i.e. une transformation
qui lelaisseinvariant, dors soit SA= A ou bien SA est différent de A, mais est également
solution. Dans le cas de I'équation de Landau, on alasymétrie A-> -A : si on trouve une
solution , son opposé seraaussi solution

Construisons G:
G = -pA2/2 -M4A4.

PR,

p<0A>0, A=0 point fixe stable >0 A>0, A=0 et £V(W/A) 3 pt fixes.

Par lasymétrie V(u/\) devient -V(L/A) qui est bien une autre solution.

Diagramme de bifurcation:

t

Apparition de 2 états stables (+V(u/A)). Bifurcation "Fourche", ou "supercritique”, I'état
A=0 perd sa stabilité.

4.3 Bifurcation Souscritique
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Y

Y

p>0 A<O0 p>0 A<0
2 états instables A= +V(-W/A) pour p<0. On parle de bifurcation souscritique.

On comprend la notion de seuil sur lataille des perturbations: si on perturbe trop, I'orbite
vaal'infini. Dans ce cas la nonlinéarité ne sature pas, elle déstabilise le systéme.

Rajoutons maintenant un terme quintique al'équation de Landau souscritique:

%zuA-)\A&vA?

La symétrie A->- A est toujours pertinente, et le nouveau terme sature I'amplitude
asymptotique. Si on varie de maniére quasistatique i d'une valeur négative a positive,
puis on revient ala valeur initiale, le systéme évolue en suivant un chemin différent a
I'aller et au retour : on parle d'hystérésis. Remarquer les bifurcations local es souscritique
et Noaud Col.
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On ne considére pas dans ce cours la bifurcation transcritique.
5. Un probléme particulier: Swift-Hohenberg
5.1 L'EDP de Swift-Hohenberg

Nous nous & oignons maintenant des systémes dynamiques pour examiner les équations
aux dérivées partielles (EDP), on se rapproche donc de I'hydrodynamique. Soit I'EDP
suivante et ses conditions aux limites (cf Manneville Chapitre 5):

0 02 d
“U=pu-6—+1)2u+a ucos(tx/L) -B u—u
ot H gxz ) o ) Bax

= 762 =0 =OetL
u u=0enx=0¢et
(6x2)

ony voit une partie linéaire, une explicite en x et une autre nonlinéaire. Il faut bien noter
les conditions aux limites aux bords du domaine, p est le paramétre de contréle, o et 3
sont deux paramétres fixés.

N.B. : Attention L est auss un parametre de contréle ( on change lataille de la boite!)
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Cette équation est une équation modéle qui ne provient pas de I'étude d'un phénomeéne
physique, cependant son comportement rappelle I'instabilité de Rayleigh Bénard: par
chauffage on passe d'une sol ution stationnaire de repos a une sol ution encore stationnaire
mais structurée (en hexagones ou en rouleaux...) avec une fréquence spatiae précise. Ce
modele est issu de I'équation dite de Swift-Hohenberg.

5.2 Décomposition en modes

Les conditions aux limites sont automatiquement satisfaites si on cherche la solution sous
laforme dela décomposition suivante en séries de Fourier:

u =2Anp(t)sin(nTx/L) pour 1<=n<=co.

Il'y a donc un nombre infini de degrés de liberté. On va obtenir par substitution un
systéme de laforme:
dAy/dt =Fp(A1, ...,An)
En introduisant I'expression de la série dans I'équation SH et aprés quelques
manipulations (on utilise en particulier I'identité sin(at+b)+sin(a-b)=2sinacosb et on
modifie astucieusemnt les indices dans les sommes) il vient
Z1*dAN(t)/dt sin(ntx/L) =
Z1°( -((NTIL)2+1)2)An(t) sin(nT/L)+
o /229%Ap.1 Sin(nTx/L)+
/2 %1% Aps1 Sin(ntx/L)+
B 21 ni(2L)sin(NT/L) [Zp=1®An+pAp] - B Z1° sin(NTx/L) [Zp=1"1An pAp prv(2L)]
C'est I'équation compléte qui a été réécrite. Cette égalité impose une infinité d'équations
différentielles ordinaires pour les variables Ay, qui sont:
dAN(t)/dt sin(nTx/L) =

(1 -((nTtL)241)2) Ap(t) sin(nTx/L)+ o /2 A1 Sin(nx/L)+ a/2  An+1 Sin(nmx/L)+
0 n-1

B n(2L)sSin(nx/L) [Z An+pAp] - BZ1* sin(nTx/L) [Z An-pAp PTV(2L)].
p=1 p=1

5.3 Cas Particuliers
i)s a=PB=0 cesystéme est uniquement linéaire et les équations sont découpl ées:
dAn(t)/dt = (1 (Tt ) 2+1)2)An(t)

=> c'est facile, A, ne dépend que du méme mode n. On a en fait décomposé sur une
"base de modes normaux".
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ii) s B=0,ce systéme est uniquement linéaire maisacause leterme deforgage
dépendant de x le sytéme n'est plus découplé

dAp(O)/dt =(u -((NTTL)2+1)2) Ap+ al2 Ap + 02 A
L'équation reste linéaire
Ladynamique du mode n dépend de sa propre amplitude mais est couplée aux deux
modes qui I'entourent. En fait on ne sait pasfaire!!!!!!

iii) s a=0; lestermesnon linéaires couplent également les modes. On ne sait pas

5.4 Stabilité linéaire

Considérons désormais le cas 0=0 . Effectuons une linéarisation autour de |'état de base
u=0. N'oublions pas de linéariser les conditions aux limites ( facile dans ce cas) . On
retrouve le sytéme avec a=B=0 dont la décomposition donne:
dAn()/dt = (u (L) 2+1)2)An(t)
Lasolution sécrit Ap(x,t)=An(0)edt. Chacun des modes varie exponentiellement avec
un taux de croissance
On= M-(-(nmL)Z+1)2

Le mode n devient marginal lorsque o, =0. Ceci se produit pour des valeurs de
fonction de L/Tt

mu fonction de L/pi

1

0 1 2 3 4 5 6

Si onfixeL, tant que W est inférieur aux courbes ci-dessus, |'état de base u=0 et stable.
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mu fonction de L/pi

0 ..-""—\_ — P N
1 2 3 4 S 6

On fixe le rapport d'aspect Tt danslarégion en L proche du point Tt =1 ( le mode n=
lest aors lepremier aétre destabilisé).

Placons nous prés du seuil. Sil y a une perturbation quelconque, cette derniére se
décompose dans la base des sinus. On distingue I'évolution du mode critique n=1 qui
évolue lentement et I'ensemble des autres modes qui sont tous rapidement  atténués:
u=Aj(t) sin(xmtL) +3  Ap(t) sin(nhttx)
n>1
L'évolution temporelle est telle quela structure de I'écoulement aux tempsgrands est
donc associée acelledu mode critique n=1.

Prés du seuil, ce mode critique est I'équivalent, dans |'écoulement de Couette Taylor, aux
vortex toriques de Taylor et dans I'écoulement de Rayleigh Bénard aux rouleaux
convectifs.
6. Généralisation
L'équation générale est delaforme

du/dt = L (ug)u + NL (ug,u)
L'opérateur peut dépendre via I'écoulement de base de x et de t. Si on suppose des
symétries pour la solution de base, on peut simplifier le probléme pour éiminer des
variables.
Si ug est stationnaire, Ly est autonome et on cherche des solutions de la forme:

u(x,t) = estu(x)
On se raméne donc a un probléme aux valeurs propres:
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ou(X)= L(us)u(x)
Nous utiliserons en permanence cette méthode de décomposition en modes propres.

Si ug est stationnaire et indépendant de variables spatiales x et z par
exemple, Ly, est autonome en x, z, t. Par exemple |'écoulement de Poiseuille ne dépend
ni dex ni de z ni det. Si on chercheles modestels que
u = e(kx+B2eoty(y)
Ces solutions vérifient le systeme aux v.p.
oU(y) = L(ug.k,B)U(y)

Cette procédure permet de réduire larésolution d'un PDE aun probléme aux valeurs
propres a une seule dimension d'espace.

Chacun des modes propres varie exponentiellement avec un taux de croissance o(u,k,B).
L'ensemble des o pour tous les nombres d'onde k, B mais a parametres de contréle fixés
forme le spectre de |'opérateur linéarisé. Le maximum noté y (W) des parties réelles des
valeurs propres o du spectre permet de conclure quant a la stabilité de I'écoulement de
base associé. Si y(u) est strictement positif (resp. strictement négatif) I'écoulement est
instable (resp. stable).

NB Ce que nous avons fait dans I'exemple précédent n'est ni plus ni moins qu'une

décomposition de Fourier et le calcul du spectre sansledire
On= M -(-(nTL)2+1)?

6.1 Cas possibles:
On trace le lieu des valeurs de 6, pour tous les paramétres: on observe les configurations

suivantes:
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Cas stable: y<O.

instable on a y>0.

c2 8 Décembre 1997

A Im@)

Re(0)

\

g

Im(o)

Re(o)

p18

Y




Lorsdelatraversé de y =0 deux cas particuliers peuvent se produire:

-
/

On appelle cette configuration un "échange de stabilit€" une valeur propre réelle sannule.

L Im(0)

Re(o)

Y

i)

A Imo)
? Re(o)

Dans cette nouvelle configuration, on parle d'instabilité oscillatoire: apparition de deux
valeurs propres imaginaires pures conjuguées. C'est une "Bifurcation de Hopf" vers une
solution périodique.

\

Si le paramétre | est trés |égérement au dessus du L critique,
- une solution croit exponentiellement mais la croissance est lente (cas de la configuration
)

- une solution crofit lentement en amplitude et en oscillant (cas de la configuration ii))
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Dans les deux cas, la solution possede |a structure du mode critique en particulier les
nombres d'ondes k et B associés aux valeurs propres nulles ou imaginaires pures du

spectre.
6.2 Notion de Courbe neutre

La courbe neutre sépare, dans le plan "nombres d'onde k -- paramétre de contréle u", la
région ou la partie réelle de o est positive (région instable), de larégion stable.
Ce graphe permet de caractériser les nombres d'ondes "dangereux”.

A
k

/ plage amplifiée
k

stable

Le nez de cette courbe indique le nombre d'onde critique k¢ et le paramétre de controle
critique pc.

6.2 Effets nonlinéaires

Bien entendu, I'amplitude asymptotique est inconnue dans le cadre linéaire, ce sont les
termes nonlinéaires qui la déterminent. Si on dépasse le seuil dinstabilité, le mode critique
croit exponentiellement et devient grand. On doit aors réintroduire les termes nonlinéaires
qui ne sont plus négligeables et modifient I'évolution temporelle.

Pres du seuil, on sépare la dynamique en deux parties, la dynamique du mode instable,
lentement croissant, et les autres modes qui sont atténués (ils décroissent vite).
Les modes atténués sont "esclaves': ils suivent rapidement le mode instable

Akzkec = G (Ako)-
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Toute ladynamique se réduit a une équation sur Ayc(t), appelée équation d'amplitude:

On comprend ainsi I'intérét des bifurcations que I'on a vues plus haut.

Dans le cas d'une bifurcation de Hopf, ona
u=A @+A*¢" + (autres modes qui décroissent)
ou lemode @ est associé aiwe. A est donc complexe:

dA
&= FAk)

Il sSagit d'un systéme de dimension 2.
Ladynamique se rameéne prés du seuil & une équation de Landau:
G = (9 +1 A (& +i @) B0 2A
On retrouve I'évolution linéaire (terme en i wy) . Substituons A= rel¢ dans I'équation de
Landau on déduit que I'amplitude est découplée de la phase (la réciproque est fausse!):
%= (H-Ho) T -ar3,

d¢— 2r2
o = We- a2

s (U-Lc)>0 et >0 bifurcation supercritique r = = V((U-Uc)/4) et la phase varie dans le
temps: ¢ = ¢g + (wc - &(K-Uc)/a). Dans ce cas, les termes nonlinéaires saturent
I'instabilité. Un nouvel écoulement périodique en temps (brisure de la symétrie
d'invariance en temps) apparait.

7. Exemple de systéme dynamique: le Modéle de Lorenz
On rappelle les équations

X'=0 (y-x)
Y =pX-y-xz
Z=-Bz+xy.

Ce systéme a été obtenu par troncature des équations de la convection naturelle (Rayleigh
Bénard). p est I'analogue de nombre de Rayleigh Ra. On utilise souvent les valeurs
"canoniques’ =8/3=2.66666 et 0=10.

On note que lasymétrie x,y,z -> -x,-y,z laisse invariant le systéme.

Etudions les points fixes:
*) s 0<=p <=1:
x=y=z=0 est un point fixe, lalinéarisation autour de (0,0,0) conduit au systéme linéaire:
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X'=0(y-X)
y'=px-y
Z=-pz.

On cherche des solutions en eM, ce qui impose de résoudre un probléme aux valeurs

propres:
A-0 © 0

dt p A1 0 =0
0 0 A3

i.e.

(A+B) A2+ (0+1) A + 0 (1-p)) = 0.
On obtient trois valeurs propres,

A=-, A= (O £ V(@12 - 4 0(dp))

Pour p<1 stable, p>1: instable.

Par exemple, on trace pour p=0.2 quelques trajectoires issues de différentes conditions
initiales ( résolution numérique par la méthode de Runge Kutta al'ordre 4).

5 trgjectoires (x(t),y(t),z(t)) aboutissant toutes au point fixe (0,0,0)

On constate que plusieurs points de départ aboutissent au méme endroit (0,0,0).

*) s 1<=p <=1.34:
O est maintenant instable, et par ailleurs, il existe de nouveaux points fixes :
x=y=t-(B(e-))Y2  z=p-1

c2 8 Décembre 1997 p22




Remarquer |'écart en racine: (p-1)1/2, c'est adire en (p-Peritique) V2, caractéristique d'une
bifurcation supercritique.
Lasymétrie du systémerelie ces deux solutions.

étude de la stabilité des points fixes:

Soit x=y=(B(p-1))Y/2, z=p-1, un des points fixes (I'évolution de l'autre se déduit par
symétrie), la linéarisation autour de ce point du systéme de Lorenz conduit a un systéme
linéaire dont on cherche des solutions en M. | faut résoudre & nouveau un probléme aux

valeurs propres:
-A-C g 0
dt 1 -A-1 -(B(p-1)Y2 =0

Be-1)Y2 B(P-1)Y2 -A-p

-(A3 A2 (0+B+1) + A B(p+0) - 20B (1-p)) = O.
On obtient trois valeurs propres.
On peut démontrer qu'elles sont réelles et négatives, puisque deux d'entre elles deviennent
complexes conjuguées de partie réelle négative jusqu'a une valeur de p critique= 24,74
(pour les valeurs canoniques 3=8/3 0=10) pour lagquelle on a une bifurcation de Hopf
souscritique.

application numérique:

graphiéue‘g

L - [

X y et z en fonction de t, départ du point fixe précédent versla nouvelle position d'équilibre.
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Pour p=1.2, les orbites issues des points proches du centre (proches de (0,0,0)) Sen
éloignent et se dirigent vers la nouvelle position d'équilibre sans oscillations. On séloigne
du premier point fixe (déstabilisation du point fixe correspondant a p<1) vers I'un des
deux autres (saturation) qui est stable.

idem on trace 4 trgjectoires:

4 trajectoires (x(t),y(t),z(t)), et deux points fixes.
Plusieurs points de départ aboutissent au méme endroit: soit un point fixe, soit I'autre,

mais le bassin d'attraction est différent.

*) si 1.34<~p une racine réelle et 2 complexes conjuguées: reste stable. Dans ce cas,
I'approche vers la position d'équilibre seffectue en oscillant.
Par exemple, si p=8:
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| e e i e graphi&ue‘

-

xy et zen fonction det

*) s 24.74<p

Le comportement devient beaucoup plus complexe: il est apériodique. On observe le
célébre attracteur étrange. Par exemple p=28:

une trgjectoire (x(t),y(t),z(t))
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une trajectoire (x(t),y(t),z(t))

Ontrace ci dessous x y et z en fonction du temps:
graphigque

U T T AR

Xy et zenfonction det

8. bibliographie pour ce chapitre:
Manneville

Bergé Pomeau Vidal.
Numerical Recipesin C.
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