
Conduction
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pour les liquides, les e�ets de la pression étant faibles, on a de même de =
cp(T )dT .

cp10�3 ⇤ k103

J/kg/K kg/m3 W/m/K
eau 4.18 1000 610
fréon 0.97 1.3 73
huiles moteur 1.9 800 145

L’équation de la chaleur s’écrit alors pour ces milieux immobiles :

⇤
⌥

⌥t
(c(T )T ) = ⇤ · (k⇤T )

dans ce dernier paragraphe nous avons écrit l’équation de la chaleur sans mou-
vement. L’art et la manière de résoudre l’équation de la chaleur sans écoulement
sont supposés connus, des ouvrages entiers y sont consacrés. Quelques exemples
seront vus dans le chapitre suivant et en PC.

4 Le problème complet

4.1 Équations

Ces prémices philosophiques étant rappelés, les équations finales sont les
”équations de Navier Stokes” (ici les plus générales possibles) pour un fluide
newtonien compressible :

équation de conservation de la masse :

d⇤

dt
+ ⇤⇤ · u = 0.

équation de conservation de la quantité de mouvement :

⇤
du

dt
= ⇤ · ⌅ + f.

équation de l’énergie :

⇤
de

dt
= ⌅ : D �⇤ · q + r.

relations constitutives :

⌅ = �pI + �⇤ · uI + 2µD

q = �k⇤T.

loi d’état :
p(⇤, T )
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coe⌅cients :
cv(T ), cp(T ), �(T ), µ(T ), k(T )...

conditions aux limites Tw OU qw imposés, adhérence à la paroi.

C’est le problème complet pour le fluide. En toute généralité, il faudrait en
plus résoudre l’équation de la chaleur (problème de conduction pure) dans les
parois qui le bordent, dans ce cas il faut assurer la continuité de Tw ET qw (ou
plus exactement de sa composante normale) entre le fluide et le solide.

Puisque l’on a toutes les relations (formes locales + équations constitutives
+ conditions aux limites...), il ”su⌅t” de résoudre.

4.2 Di�érents mécanismes

Avant de résoudre nommons rapidement chacun des di�érents mécanismes
que l’on peut mettre en jeux. Pour cela, observons chacun des termes de variation
de l’énergie interne

⇤
de

dt
= ⌅ : D �⇤ · q + r.

- si on retient uniquement le premier du LHS (membre de gauche) et le premier
du RHS (Right Hand Side), on obtient le problème de conduction :

⇤c
�

�t
(T ) = k⇤2T

- si on garde le deuxième du Left Hand Side et le premier du RHS, on obtient
la convection forcée par le mouvement du fluide :

u · k⇤u = k⇤2T

- il y a aussi la convection libre : pas d’écoulement imposé mais ⇤ varie avec T ,
donc par l’existence de la gravité (f = ⇤g), la variation de densité produit le
mouvement.

- Enfin nous disons un mot très rapide sur le rayonnement. Dans ce cas il y
a création volumique d’énergie par rayonnement :

r = K⌅T 4

Le flux d’énergie du au rayonnement à la paroi est de la forme :

⇧⌅ST 4

⇧ émissivité (caractéristique de la surface), K constante liée au caractère plus
ou moins transparent du fluide...
S aire du corps, T Température, ⌅ = 5.67 10�8Wm�2K�4.
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⇧ émissivité (caractéristique de la surface), K constante liée au caractère plus
ou moins transparent du fluide...
S aire du corps, T Température, ⌅ = 5.67 10�8Wm�2K�4.

- 1.13-

∂
∂t

de = cdT



Conduction
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+ conditions aux limites...), il ”su⌅t” de résoudre.

4.2 Di�érents mécanismes

Avant de résoudre nommons rapidement chacun des di�érents mécanismes
que l’on peut mettre en jeux. Pour cela, observons chacun des termes de variation
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= k—2T
conduction dans l’objet, l’extérieur est modélisé 

par un coefficient d’échange 

Coe�cient d’échange

On écrira donc la condition à la limite sous la forme suivante :

(k[
⌅T

⌅n
]wn + h(Tw � Tf )))n = 0.

Qui signifie que la dérivée le long de la normale est bien positive si l’extérieur
est plus chaud que l’intérieur.

2.1.2 Valeurs de h

Pour estimer la valeur du coe⇤cient d’échange :
– soit on calcule (analytiquement ou par une méthode numérique) l’expres-

sion de h dans les cas où c’est possible ; par exemple pour la plaque plane
de température uniforme de longueur L en régime laminaire de vitesse U,
nous allons voir dans la suite du cours où les notations seront définies :
h = Nu(k/L) avec Nu = 0.664Pr1/3R1/2

L et Pr = �/a et RL = UL/�.
– soit expérimentalement on cherche à tracer le nombre de Nusselt Nu sous

la forme d’un produit de nombres sans dimension : Nu = CRemPrn. On
trouve dans la littérature des tables exprimant ces relations. Le but du
jeux est de fournir des formules approchées... ou de déterminer h par des
expériences et de tabuler les résultats. Ensuite, on peut faire des calculs
simplifiés en veillant à ce que les hypothèses posées pour établir l’expres-
sion de h soient à peu près respectées.

(pour la lecture des tables de coe⇤cients h il faudra faire très attention aux
températures de référence, car h dépend de la température !).

2.1.3 Exemples de valeurs

La ”gamme des valeurs” de h (Wm�2K�1) est :

convection libre (air) 5-25
convection libre (eau) 100-900
convection forcée (air) 10-500
convection forcée (eau) 100-15000
convection forcée (huile) 50-2000
conv. f. (métaux fondus) 6000-120000
eau bouillante 2500-25000
vapeur d’eau se condensant 50000-100000
rayonnement
(linéarisé a 300K) 1

Ce terme h peut être considéré comme le terme fondamental de la thermique.
Il permet de simplifier l’extérieur, et de ne résoudre l’équation de la chaleur qu’à
l’intérieur du domaine.

Les chapitres suivants visent à en donner des expressions dans des cas sim-
plifiés.

2.1.4 Nombre de Biot

Le flux à la paroi s’écrit par définition du facteur d’échange :

q
w

= h(Tw � Tf )n.
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Equation de la Chaleur

2.2 Quelques valeurs de k

Fourrier (sic) dans la fresque ”La Fée
Électricité” R. Dufy (1936-1937, Pa-
ris, musée d’Art moderne de la Ville
de Paris)

D’un point de vue pratique, on ne
retiendra que :

q = �k
⌅

⌅x
T, avec k en W/m/K

k | matériau k en Wm�1K�1 k/(�cp)
| en m2s�1.
|

0.01 | air 2.5 10�2 2 10�5

|
| gaz
|

0.1 | bois 0.13 2.4 10�7

|
| liquides glycérine 0.29 0.98 10�7

| eau 0.60 1.44 10�7
��

1 |
|
| mercure 8.0 4.2 10�6

|
|
| granit 2.51 1.1 10�6

100 | métaux acier 46 1.2 10�5

| alu 200 0.86 10�4

| argent 418 1.71 10�4

|
V

Remarques
•k(T ) crôıt avec la température pour
les gaz
•k(T ) décrôıt avec la température
pour le cuivre, le zinc, les aciers
doux, le plomb, mais crôıt avec la
température pour l’aluminium et les
aciers inoxydables
•k(T ) est quasi constant pour les
huiles de moteur
•k(T ) pour l’eau augmente avec T ,
puis diminue (culmine vers 400K)
•Tous les ouvrages de thermique
ont des tables avec les valeurs des
di�érents matériaux à di�érentes
températures...
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convection libre (air) 5-25
convection libre (eau) 100-900
convection forcée (air) 10-500
convection forcée (eau) 100-15000
convection forcée (huile) 50-2000
conv. f. (métaux fondus) 6000-120000
eau bouillante 2500-25000
vapeur d’eau se condensant 50000-100000

vapeur d’eau se condensant 50000-100000
rayonnement (linéarisé a 300K) 1

La ”gamme des valeurs” de h (unité Wm�2K�1) est :

Valeurs de k et de h 

hL
k

Le nombre de Biot!
 varie de 0 à l’infini

Biot



Nu = 0.66Pr1/3R1/2

R = UL/�

Pr = �/(k/�cp))

h =
k

L
Nu

Dans la suite du cours, nous allons dans des cas particuliers 
simples estimer h à partir de nombres sans dimension 
caractéristiques du fluide et de l’écoulement   

Nombre de Nusselt 

Nombre de Reynolds

Nombre de Prandtl
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refroidissement d’une lamelle infinie



Coe�cient d’échange

2.7. Conduction instationnaire

• équation de la chaleur dans un milieu immobile isotrope homogène, avec
des coe⇤cients thermodynamiques constants :

�cp
⇧T

⇧t
= k⇧2T + r

• conditions aux limites (sur chaque portion de paroi) - température pariétale
imposée :

T = Tp

OU - flux pariétal imposé :

�k
⇧T

⇧n
|p = ⇥p

OU - flux pariétal relié à la température pariétale et à la température extérieure
par le coe⇤cient d’échange :

�k
⇧T

⇧n
|p = h(Tp � Text).

La résolution numérique en ce nouveau siècle n’est guère plus compliquée
(CASTEM 3M, FreeFEM...).

2.7.1 Échelon de température

Pour mémoire, examinons un cas simple : la lamelle 1D soumise à un choc
thermique (sans source de chaleur volumique). Cet exemple est développé dans
TOUS les ouvrages de ”thermique” : il est à connâıtre. On étudie donc mainte-
nant un système épais (on comprend mieux le sens : épais, donc la température
y varie spatialement).

Fig. 15 – une lamelle infinie de température uniforme au temps initial.

Le problème à résoudre est :

�cp(
⇧T

⇧t
) = k(

⇧2T

⇧x2
)

à t = 0 on a T (x, t = 0) = T0 et pour t >0 on a �k = (⇥T (x=±L,t)
⇥x ) = ±h(T (x =

±L, t)� Text)
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�k
⇧T

⇧n
|p = ⇥p
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(CASTEM 3M, FreeFEM...).
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Coe⇥cient d’échange

2. Le Coe�cient d’échange, son importance dans
les transferts thermiques.

Résumé

La connaissance des conditions aux limites est d’importance extrême
pour résoudre des équations di�érentielles en général. Ici nous examinons
l’équation de la chaleur et ses conditions aux limites. Il s’agit des trois
types de conditions aux limites suivants : température donnée, flux donné
et une troisième forme qui lie les deux. Cette dernière forme provient
de l’introduction du coe⌅cient d’échange dont nous définissons l’expres-
sion : il provient d’une simplification pour décrire le milieux environnant.
Nous introduisons un nombre sans dimension fondamental en thermique,
le nombre de Biot. Son influence est examinée dans quelques exemples
très classiques (ailette/ échelon de température). Les autres chapitres du
cours serviront à ”calculer” ce coe⌅cient qui est ici supposé donné.

2.1. Coe�cient d’échange

2.1.1 Définition

Lorsque l’on examine (par exemple) le champ de températures dans un solide
entouré par un fluide, on voit bien que l’on ne peut pas résoudre complètement
le problème : il faudrait calculer l’écoulement lui même, ce qui est souvent quasi
impossible. On peut, pour simplifier le problème thermique, définir le coe⇤-
cient d’échange h (heat transfer coe�cient)qui traduit de manière empirique les
échanges de chaleur de l’intérieur (ici le solide) avec l’extérieur (ici le fluide).

On posera par définition que le flux à la paroi du solide est relié à l’écart
entre la température de surface du solide et la température moyenne extérieure :

q
w

= h(Tw � Tf )n.

Avec Tw température au point considéré de la paroi et Tf température du
fluide extérieur supposée donnée (uniforme, voire lentement variable). La nor-
male extérieure est notée n. On peut aussi écrire (pour faire apparâıtre ”moins
l’accroissement”) :

q
w

= �h(Tf � Tw)n.

Tout le problème est bien entendu l’évaluation de ”h” (son unité : Wm�2K�1).

T

n

w

f

solide

fluide

Ici on s’intéresse au solide baigné par
le fluide, dans le solide, à la limite de
la frontière le flux de chaleur est :

q
w

= �k[
⇤T

⇤n
]wn,

qui est donc égal au flux emporté,
modélisé par le coe⇤cient d’échange h.
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On écrira donc la condition à la limite sous la forme suivante :

(k[
⌅T

⌅n
]wn + h(Tw � Tf )))n = 0.

Qui signifie que la dérivée le long de la normale est bien positive si l’extérieur
est plus chaud que l’intérieur.

2.1.2 Valeurs de h

Pour estimer la valeur du coe⇤cient d’échange :
– soit on calcule (analytiquement ou par une méthode numérique) l’expres-

sion de h dans les cas où c’est possible ; par exemple pour la plaque plane
de température uniforme de longueur L en régime laminaire de vitesse U,
nous allons voir dans la suite du cours où les notations seront définies :
h = Nu(k/L) avec Nu = 0.664Pr1/3R1/2

L et Pr = �/a et RL = UL/�.
– soit expérimentalement on cherche à tracer le nombre de Nusselt Nu sous

la forme d’un produit de nombres sans dimension : Nu = CRemPrn. On
trouve dans la littérature des tables exprimant ces relations. Le but du
jeux est de fournir des formules approchées... ou de déterminer h par des
expériences et de tabuler les résultats. Ensuite, on peut faire des calculs
simplifiés en veillant à ce que les hypothèses posées pour établir l’expres-
sion de h soient à peu près respectées.

(pour la lecture des tables de coe⇤cients h il faudra faire très attention aux
températures de référence, car h dépend de la température !).

2.1.3 Exemples de valeurs

La ”gamme des valeurs” de h (Wm�2K�1) est :

convection libre (air) 5-25
convection libre (eau) 100-900
convection forcée (air) 10-500
convection forcée (eau) 100-15000
convection forcée (huile) 50-2000
conv. f. (métaux fondus) 6000-120000
eau bouillante 2500-25000
vapeur d’eau se condensant 50000-100000
rayonnement
(linéarisé a 300K) 1

Ce terme h peut être considéré comme le terme fondamental de la thermique.
Il permet de simplifier l’extérieur, et de ne résoudre l’équation de la chaleur qu’à
l’intérieur du domaine.

Les chapitres suivants visent à en donner des expressions dans des cas sim-
plifiés.

2.1.4 Nombre de Biot

Le flux à la paroi s’écrit par définition du facteur d’échange :
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et une troisième forme qui lie les deux. Cette dernière forme provient
de l’introduction du coe⌅cient d’échange dont nous définissons l’expres-
sion : il provient d’une simplification pour décrire le milieux environnant.
Nous introduisons un nombre sans dimension fondamental en thermique,
le nombre de Biot. Son influence est examinée dans quelques exemples
très classiques (ailette/ échelon de température). Les autres chapitres du
cours serviront à ”calculer” ce coe⌅cient qui est ici supposé donné.

2.1. Coe�cient d’échange

2.1.1 Définition

Lorsque l’on examine (par exemple) le champ de températures dans un solide
entouré par un fluide, on voit bien que l’on ne peut pas résoudre complètement
le problème : il faudrait calculer l’écoulement lui même, ce qui est souvent quasi
impossible. On peut, pour simplifier le problème thermique, définir le coe⇤-
cient d’échange h (heat transfer coe�cient)qui traduit de manière empirique les
échanges de chaleur de l’intérieur (ici le solide) avec l’extérieur (ici le fluide).

On posera par définition que le flux à la paroi du solide est relié à l’écart
entre la température de surface du solide et la température moyenne extérieure :

q
w

= h(Tw � Tf )n.

Avec Tw température au point considéré de la paroi et Tf température du
fluide extérieur supposée donnée (uniforme, voire lentement variable). La nor-
male extérieure est notée n. On peut aussi écrire (pour faire apparâıtre ”moins
l’accroissement”) :

q
w

= �h(Tf � Tw)n.

Tout le problème est bien entendu l’évaluation de ”h” (son unité : Wm�2K�1).

T

n

w

f

solide

fluide

Ici on s’intéresse au solide baigné par
le fluide, dans le solide, à la limite de
la frontière le flux de chaleur est :

q
w

= �k[
⇤T

⇤n
]wn,

qui est donc égal au flux emporté,
modélisé par le coe⇤cient d’échange h.
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Coe�cient d’échange

Posons, t = ⇤ t̄ et x = Lx̄ et T = Text + (T0 � Text)T̄ . La jauge de temps est
obtenue par moindre dégénérescence on voit de manière simple :

⇤ = L2/a avec a = k/⇥cp ne dépend que du matériau. L’écriture de la
condition de flux à la paroi permet de faire surgir le nombre de Biot. On va
supposer ici qu’il est d’ordre 1 pour garder le maximum de termes. Le problème
sans dimensions (pour ce milieu épais) est donc :

�T̄

� t̄
= (

�2T̄

�x̄2
)

avec T̄ = 1 en t̄ = 0 et �(�T̄
�x̄ ) = ±BiT̄ en t̄>0 et x̄ = ±1.

On cherche la solution sous forme de variables séparées T̄k = f(t̄)g(x̄). On
obtient très simplement des fonctions trigonométriques en espace (c’est en fait
une série de Fourier que l’on construit) et des exponentielles en temps :

Tk = exp(�k2t̄)cos(kx̄ + ⌅k),

par symétrie par rapport au centre du milieu étudié la phase est nulle. La condi-
tion de bord s’écrit :

ktg(k) = Bi.

On note ki les valeurs propres croissantes avec i, la température s’écrit sous
forme d’une somme de ces solutions élémentaires :

�i>0Aiexp(�k2
i t̄)cos(kix̄)

Si Bi = 0, ki = (i� 1)�.
Si Bi =⇤, ki = (2i� 1)�/2.
Si Bi = 1, k1 = 0.863, k2=3.4256, k3=6.4373, k4=9.5293...

Compte tenu de la condition initiale en temps 1 = �i>0 Aicos(kix̄), par les
propriétés de l’analyse de Fourier, les Ai s’écrivent :

Ai =
2sin(ki)

ki + sin(ki)cos(ki)

Il serait aussi intéressant de tracer la température au centre en fonction
du temps pour plusieurs Bi. On verrait alors que plus Bi est grand, moins la
décroissance est rapide.

Le problème est alors résolu, des exemples d’évolution de températures dans
di⇥érents cas sont présentés sur la figure . L’influence du nombre de Biot sur la
solution est clairement mis en évidence.

2.7.2. Résolution numérique directe

On peut résoudre en direct par un calcul en di⇥érences finies l’équation de
la chaleur. On change à la volée les conditions aux limites.

2.7.3 Remarques

i) remarque
- siBi =⇤, il s’agit du cas de la température imposée :

�n>0
(�1)n�1

2n� 1
exp(�(2n� 1)2

�2

4
t̄)cos((2n� 1)�x̄/2).
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Posons, t = ⇤ t̄ et x = Lx̄ et T = Text + (T0 � Text)T̄ . La jauge de temps est
obtenue par moindre dégénérescence on voit de manière simple :

⇤ = L2/a avec a = k/⇥cp ne dépend que du matériau. L’écriture de la
condition de flux à la paroi permet de faire surgir le nombre de Biot. On va
supposer ici qu’il est d’ordre 1 pour garder le maximum de termes. Le problème
sans dimensions (pour ce milieu épais) est donc :

�T̄

� t̄
= (

�2T̄

�x̄2
)

avec T̄ = 1 en t̄ = 0 et �(�T̄
�x̄ ) = ±BiT̄ en t̄>0 et x̄ = ±1.

On cherche la solution sous forme de variables séparées T̄k = f(t̄)g(x̄). On
obtient très simplement des fonctions trigonométriques en espace (c’est en fait
une série de Fourier que l’on construit) et des exponentielles en temps :

Tk = exp(�k2t̄)cos(kx̄ + ⌅k),

par symétrie par rapport au centre du milieu étudié la phase est nulle. La condi-
tion de bord s’écrit :

ktg(k) = Bi.

On note ki les valeurs propres croissantes avec i, la température s’écrit sous
forme d’une somme de ces solutions élémentaires :

�i>0Aiexp(�k2
i t̄)cos(kix̄)

Si Bi = 0, ki = (i� 1)�.
Si Bi =⇤, ki = (2i� 1)�/2.
Si Bi = 1, k1 = 0.863, k2=3.4256, k3=6.4373, k4=9.5293...

Compte tenu de la condition initiale en temps 1 = �i>0 Aicos(kix̄), par les
propriétés de l’analyse de Fourier, les Ai s’écrivent :

Ai =
2sin(ki)

ki + sin(ki)cos(ki)

Il serait aussi intéressant de tracer la température au centre en fonction
du temps pour plusieurs Bi. On verrait alors que plus Bi est grand, moins la
décroissance est rapide.

Le problème est alors résolu, des exemples d’évolution de températures dans
di⇥érents cas sont présentés sur la figure . L’influence du nombre de Biot sur la
solution est clairement mis en évidence.

2.7.2. Résolution numérique directe

On peut résoudre en direct par un calcul en di⇥érences finies l’équation de
la chaleur. On change à la volée les conditions aux limites.

2.7.3 Remarques

i) remarque
- siBi =⇤, il s’agit du cas de la température imposée :

�n>0
(�1)n�1

2n� 1
exp(�(2n� 1)2

�2

4
t̄)cos((2n� 1)�x̄/2).
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2.7. Conduction instationnaire

• équation de la chaleur dans un milieu immobile isotrope homogène, avec
des coe⇤cients thermodynamiques constants :

�cp
⇧T

⇧t
= k⇧2T + r

• conditions aux limites (sur chaque portion de paroi) - température pariétale
imposée :

T = Tp

OU - flux pariétal imposé :

�k
⇧T

⇧n
|p = ⇥p

OU - flux pariétal relié à la température pariétale et à la température extérieure
par le coe⇤cient d’échange :

�k
⇧T

⇧n
|p = h(Tp � Text).

La résolution numérique en ce nouveau siècle n’est guère plus compliquée
(CASTEM 3M, FreeFEM...).

2.7.1 Échelon de température

Pour mémoire, examinons un cas simple : la lamelle 1D soumise à un choc
thermique (sans source de chaleur volumique). Cet exemple est développé dans
TOUS les ouvrages de ”thermique” : il est à connâıtre. On étudie donc mainte-
nant un système épais (on comprend mieux le sens : épais, donc la température
y varie spatialement).

Fig. 15 – une lamelle infinie de température uniforme au temps initial.

Le problème à résoudre est :

�cp(
⇧T

⇧t
) = k(

⇧2T

⇧x2
)

à t = 0 on a T (x, t = 0) = T0 et pour t >0 on a �k = (⇥T (x=±L,t)
⇥x ) = ±h(T (x =

±L, t)� Text)
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Posons, t = ⇤ t̄ et x = Lx̄ et T = Text + (T0 � Text)T̄ . La jauge de temps est
obtenue par moindre dégénérescence on voit de manière simple :

⇤ = L2/a avec a = k/⇥cp ne dépend que du matériau. L’écriture de la
condition de flux à la paroi permet de faire surgir le nombre de Biot. On va
supposer ici qu’il est d’ordre 1 pour garder le maximum de termes. Le problème
sans dimensions (pour ce milieu épais) est donc :

�T̄

� t̄
= (

�2T̄

�x̄2
)

avec T̄ = 1 en t̄ = 0 et �(�T̄
�x̄ ) = ±BiT̄ en t̄>0 et x̄ = ±1.

On cherche la solution sous forme de variables séparées T̄k = f(t̄)g(x̄). On
obtient très simplement des fonctions trigonométriques en espace (c’est en fait
une série de Fourier que l’on construit) et des exponentielles en temps :

Tk = exp(�k2t̄)cos(kx̄ + ⌅k),

par symétrie par rapport au centre du milieu étudié la phase est nulle. La condi-
tion de bord s’écrit :

ktg(k) = Bi.

On note ki les valeurs propres croissantes avec i, la température s’écrit sous
forme d’une somme de ces solutions élémentaires :

�i>0Aiexp(�k2
i t̄)cos(kix̄)

Si Bi = 0, ki = (i� 1)�.
Si Bi =⇤, ki = (2i� 1)�/2.
Si Bi = 1, k1 = 0.863, k2=3.4256, k3=6.4373, k4=9.5293...

Compte tenu de la condition initiale en temps 1 = �i>0 Aicos(kix̄), par les
propriétés de l’analyse de Fourier, les Ai s’écrivent :

Ai =
2sin(ki)

ki + sin(ki)cos(ki)

Il serait aussi intéressant de tracer la température au centre en fonction
du temps pour plusieurs Bi. On verrait alors que plus Bi est grand, moins la
décroissance est rapide.

Le problème est alors résolu, des exemples d’évolution de températures dans
di⇥érents cas sont présentés sur la figure . L’influence du nombre de Biot sur la
solution est clairement mis en évidence.

2.7.2. Résolution numérique directe

On peut résoudre en direct par un calcul en di⇥érences finies l’équation de
la chaleur. On change à la volée les conditions aux limites.

2.7.3 Remarques

i) remarque
- siBi =⇤, il s’agit du cas de la température imposée :

�n>0
(�1)n�1

2n� 1
exp(�(2n� 1)2

�2

4
t̄)cos((2n� 1)�x̄/2).
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Posons, t = ⇤ t̄ et x = Lx̄ et T = Text + (T0 � Text)T̄ . La jauge de temps est
obtenue par moindre dégénérescence on voit de manière simple :

⇤ = L2/a avec a = k/⇥cp ne dépend que du matériau. L’écriture de la
condition de flux à la paroi permet de faire surgir le nombre de Biot. On va
supposer ici qu’il est d’ordre 1 pour garder le maximum de termes. Le problème
sans dimensions (pour ce milieu épais) est donc :

�T̄

� t̄
= (

�2T̄

�x̄2
)

avec T̄ = 1 en t̄ = 0 et �(�T̄
�x̄ ) = ±BiT̄ en t̄>0 et x̄ = ±1.

On cherche la solution sous forme de variables séparées T̄k = f(t̄)g(x̄). On
obtient très simplement des fonctions trigonométriques en espace (c’est en fait
une série de Fourier que l’on construit) et des exponentielles en temps :

Tk = exp(�k2t̄)cos(kx̄ + ⌅k),

par symétrie par rapport au centre du milieu étudié la phase est nulle. La condi-
tion de bord s’écrit :

ktg(k) = Bi.

On note ki les valeurs propres croissantes avec i, la température s’écrit sous
forme d’une somme de ces solutions élémentaires :

�i>0Aiexp(�k2
i t̄)cos(kix̄)

Si Bi = 0, ki = (i� 1)�.
Si Bi =⇤, ki = (2i� 1)�/2.
Si Bi = 1, k1 = 0.863, k2=3.4256, k3=6.4373, k4=9.5293...

Compte tenu de la condition initiale en temps 1 = �i>0 Aicos(kix̄), par les
propriétés de l’analyse de Fourier, les Ai s’écrivent :

Ai =
2sin(ki)

ki + sin(ki)cos(ki)

Il serait aussi intéressant de tracer la température au centre en fonction
du temps pour plusieurs Bi. On verrait alors que plus Bi est grand, moins la
décroissance est rapide.

Le problème est alors résolu, des exemples d’évolution de températures dans
di⇥érents cas sont présentés sur la figure . L’influence du nombre de Biot sur la
solution est clairement mis en évidence.

2.7.2. Résolution numérique directe

On peut résoudre en direct par un calcul en di⇥érences finies l’équation de
la chaleur. On change à la volée les conditions aux limites.

2.7.3 Remarques

i) remarque
- siBi =⇤, il s’agit du cas de la température imposée :

�n>0
(�1)n�1

2n� 1
exp(�(2n� 1)2

�2

4
t̄)cos((2n� 1)�x̄/2).
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Posons, t = ⇤ t̄ et x = Lx̄ et T = Text + (T0 � Text)T̄ . La jauge de temps est
obtenue par moindre dégénérescence on voit de manière simple :

⇤ = L2/a avec a = k/⇥cp ne dépend que du matériau. L’écriture de la
condition de flux à la paroi permet de faire surgir le nombre de Biot. On va
supposer ici qu’il est d’ordre 1 pour garder le maximum de termes. Le problème
sans dimensions (pour ce milieu épais) est donc :

�T̄

� t̄
= (

�2T̄

�x̄2
)

avec T̄ = 1 en t̄ = 0 et �(�T̄
�x̄ ) = ±BiT̄ en t̄>0 et x̄ = ±1.

On cherche la solution sous forme de variables séparées T̄k = f(t̄)g(x̄). On
obtient très simplement des fonctions trigonométriques en espace (c’est en fait
une série de Fourier que l’on construit) et des exponentielles en temps :

Tk = exp(�k2t̄)cos(kx̄ + ⌅k),

par symétrie par rapport au centre du milieu étudié la phase est nulle. La condi-
tion de bord s’écrit :

ktg(k) = Bi.

On note ki les valeurs propres croissantes avec i, la température s’écrit sous
forme d’une somme de ces solutions élémentaires :

�i>0Aiexp(�k2
i t̄)cos(kix̄)

Si Bi = 0, ki = (i� 1)�.
Si Bi =⇤, ki = (2i� 1)�/2.
Si Bi = 1, k1 = 0.863, k2=3.4256, k3=6.4373, k4=9.5293...

Compte tenu de la condition initiale en temps 1 = �i>0 Aicos(kix̄), par les
propriétés de l’analyse de Fourier, les Ai s’écrivent :

Ai =
2sin(ki)

ki + sin(ki)cos(ki)

Il serait aussi intéressant de tracer la température au centre en fonction
du temps pour plusieurs Bi. On verrait alors que plus Bi est grand, moins la
décroissance est rapide.

Le problème est alors résolu, des exemples d’évolution de températures dans
di⇥érents cas sont présentés sur la figure . L’influence du nombre de Biot sur la
solution est clairement mis en évidence.

2.7.2. Résolution numérique directe

On peut résoudre en direct par un calcul en di⇥érences finies l’équation de
la chaleur. On change à la volée les conditions aux limites.

2.7.3 Remarques

i) remarque
- siBi =⇤, il s’agit du cas de la température imposée :

�n>0
(�1)n�1

2n� 1
exp(�(2n� 1)2

�2

4
t̄)cos((2n� 1)�x̄/2).
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Posons, t = ⇤ t̄ et x = Lx̄ et T = Text + (T0 � Text)T̄ . La jauge de temps est
obtenue par moindre dégénérescence on voit de manière simple :

⇤ = L2/a avec a = k/⇥cp ne dépend que du matériau. L’écriture de la
condition de flux à la paroi permet de faire surgir le nombre de Biot. On va
supposer ici qu’il est d’ordre 1 pour garder le maximum de termes. Le problème
sans dimensions (pour ce milieu épais) est donc :

�T̄

� t̄
= (

�2T̄

�x̄2
)

avec T̄ = 1 en t̄ = 0 et �(�T̄
�x̄ ) = ±BiT̄ en t̄>0 et x̄ = ±1.

On cherche la solution sous forme de variables séparées T̄k = f(t̄)g(x̄). On
obtient très simplement des fonctions trigonométriques en espace (c’est en fait
une série de Fourier que l’on construit) et des exponentielles en temps :

Tk = exp(�k2t̄)cos(kx̄ + ⌅k),

par symétrie par rapport au centre du milieu étudié la phase est nulle. La condi-
tion de bord s’écrit :

ktg(k) = Bi.

On note ki les valeurs propres croissantes avec i, la température s’écrit sous
forme d’une somme de ces solutions élémentaires :

�i>0Aiexp(�k2
i t̄)cos(kix̄)

Si Bi = 0, ki = (i� 1)�.
Si Bi =⇤, ki = (2i� 1)�/2.
Si Bi = 1, k1 = 0.863, k2=3.4256, k3=6.4373, k4=9.5293...

Compte tenu de la condition initiale en temps 1 = �i>0 Aicos(kix̄), par les
propriétés de l’analyse de Fourier, les Ai s’écrivent :

Ai =
2sin(ki)

ki + sin(ki)cos(ki)

Il serait aussi intéressant de tracer la température au centre en fonction
du temps pour plusieurs Bi. On verrait alors que plus Bi est grand, moins la
décroissance est rapide.

Le problème est alors résolu, des exemples d’évolution de températures dans
di⇥érents cas sont présentés sur la figure . L’influence du nombre de Biot sur la
solution est clairement mis en évidence.

2.7.2. Résolution numérique directe

On peut résoudre en direct par un calcul en di⇥érences finies l’équation de
la chaleur. On change à la volée les conditions aux limites.

2.7.3 Remarques

i) remarque
- siBi =⇤, il s’agit du cas de la température imposée :

�n>0
(�1)n�1

2n� 1
exp(�(2n� 1)2

�2

4
t̄)cos((2n� 1)�x̄/2).
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Posons, t = ⇤ t̄ et x = Lx̄ et T = Text + (T0 � Text)T̄ . La jauge de temps est
obtenue par moindre dégénérescence on voit de manière simple :

⇤ = L2/a avec a = k/⇥cp ne dépend que du matériau. L’écriture de la
condition de flux à la paroi permet de faire surgir le nombre de Biot. On va
supposer ici qu’il est d’ordre 1 pour garder le maximum de termes. Le problème
sans dimensions (pour ce milieu épais) est donc :
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�2T̄

�x̄2
)

avec T̄ = 1 en t̄ = 0 et �(�T̄
�x̄ ) = ±BiT̄ en t̄>0 et x̄ = ±1.

On cherche la solution sous forme de variables séparées T̄k = f(t̄)g(x̄). On
obtient très simplement des fonctions trigonométriques en espace (c’est en fait
une série de Fourier que l’on construit) et des exponentielles en temps :

Tk = exp(�k2t̄)cos(kx̄ + ⌅k),

par symétrie par rapport au centre du milieu étudié la phase est nulle. La condi-
tion de bord s’écrit :

ktg(k) = Bi.

On note ki les valeurs propres croissantes avec i, la température s’écrit sous
forme d’une somme de ces solutions élémentaires :
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i t̄)cos(kix̄)

Si Bi = 0, ki = (i� 1)�.
Si Bi =⇤, ki = (2i� 1)�/2.
Si Bi = 1, k1 = 0.863, k2=3.4256, k3=6.4373, k4=9.5293...

Compte tenu de la condition initiale en temps 1 = �i>0 Aicos(kix̄), par les
propriétés de l’analyse de Fourier, les Ai s’écrivent :

Ai =
2sin(ki)

ki + sin(ki)cos(ki)

Il serait aussi intéressant de tracer la température au centre en fonction
du temps pour plusieurs Bi. On verrait alors que plus Bi est grand, moins la
décroissance est rapide.

Le problème est alors résolu, des exemples d’évolution de températures dans
di⇥érents cas sont présentés sur la figure . L’influence du nombre de Biot sur la
solution est clairement mis en évidence.

2.7.2. Résolution numérique directe

On peut résoudre en direct par un calcul en di⇥érences finies l’équation de
la chaleur. On change à la volée les conditions aux limites.

2.7.3 Remarques

i) remarque
- siBi =⇤, il s’agit du cas de la température imposée :
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2n� 1
exp(�(2n� 1)2

�2

4
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Posons, t = ⇤ t̄ et x = Lx̄ et T = Text + (T0 � Text)T̄ . La jauge de temps est
obtenue par moindre dégénérescence on voit de manière simple :

⇤ = L2/a avec a = k/⇥cp ne dépend que du matériau. L’écriture de la
condition de flux à la paroi permet de faire surgir le nombre de Biot. On va
supposer ici qu’il est d’ordre 1 pour garder le maximum de termes. Le problème
sans dimensions (pour ce milieu épais) est donc :

�T̄

� t̄
= (

�2T̄

�x̄2
)

avec T̄ = 1 en t̄ = 0 et �(�T̄
�x̄ ) = ±BiT̄ en t̄>0 et x̄ = ±1.

On cherche la solution sous forme de variables séparées T̄k = f(t̄)g(x̄). On
obtient très simplement des fonctions trigonométriques en espace (c’est en fait
une série de Fourier que l’on construit) et des exponentielles en temps :

Tk = exp(�k2t̄)cos(kx̄ + ⌅k),

par symétrie par rapport au centre du milieu étudié la phase est nulle. La condi-
tion de bord s’écrit :

ktg(k) = Bi.

On note ki les valeurs propres croissantes avec i, la température s’écrit sous
forme d’une somme de ces solutions élémentaires :

�i>0Aiexp(�k2
i t̄)cos(kix̄)

Si Bi = 0, ki = (i� 1)�.
Si Bi =⇤, ki = (2i� 1)�/2.
Si Bi = 1, k1 = 0.863, k2=3.4256, k3=6.4373, k4=9.5293...

Compte tenu de la condition initiale en temps 1 = �i>0 Aicos(kix̄), par les
propriétés de l’analyse de Fourier, les Ai s’écrivent :

Ai =
2sin(ki)

ki + sin(ki)cos(ki)

Il serait aussi intéressant de tracer la température au centre en fonction
du temps pour plusieurs Bi. On verrait alors que plus Bi est grand, moins la
décroissance est rapide.

Le problème est alors résolu, des exemples d’évolution de températures dans
di⇥érents cas sont présentés sur la figure . L’influence du nombre de Biot sur la
solution est clairement mis en évidence.

2.7.2. Résolution numérique directe

On peut résoudre en direct par un calcul en di⇥érences finies l’équation de
la chaleur. On change à la volée les conditions aux limites.

2.7.3 Remarques

i) remarque
- siBi =⇤, il s’agit du cas de la température imposée :

�n>0
(�1)n�1

2n� 1
exp(�(2n� 1)2

�2

4
t̄)cos((2n� 1)�x̄/2).
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Coe�cient d’échange

Posons, t = ⇤ t̄ et x = Lx̄ et T = Text + (T0 � Text)T̄ . La jauge de temps est
obtenue par moindre dégénérescence on voit de manière simple :

⇤ = L2/a avec a = k/⇥cp ne dépend que du matériau. L’écriture de la
condition de flux à la paroi permet de faire surgir le nombre de Biot. On va
supposer ici qu’il est d’ordre 1 pour garder le maximum de termes. Le problème
sans dimensions (pour ce milieu épais) est donc :
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�2T̄

�x̄2
)

avec T̄ = 1 en t̄ = 0 et �(�T̄
�x̄ ) = ±BiT̄ en t̄>0 et x̄ = ±1.

On cherche la solution sous forme de variables séparées T̄k = f(t̄)g(x̄). On
obtient très simplement des fonctions trigonométriques en espace (c’est en fait
une série de Fourier que l’on construit) et des exponentielles en temps :

Tk = exp(�k2t̄)cos(kx̄ + ⌅k),

par symétrie par rapport au centre du milieu étudié la phase est nulle. La condi-
tion de bord s’écrit :
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propriétés de l’analyse de Fourier, les Ai s’écrivent :

Ai =
2sin(ki)

ki + sin(ki)cos(ki)

Il serait aussi intéressant de tracer la température au centre en fonction
du temps pour plusieurs Bi. On verrait alors que plus Bi est grand, moins la
décroissance est rapide.

Le problème est alors résolu, des exemples d’évolution de températures dans
di⇥érents cas sont présentés sur la figure . L’influence du nombre de Biot sur la
solution est clairement mis en évidence.

2.7.2. Résolution numérique directe

On peut résoudre en direct par un calcul en di⇥érences finies l’équation de
la chaleur. On change à la volée les conditions aux limites.

2.7.3 Remarques

i) remarque
- siBi =⇤, il s’agit du cas de la température imposée :
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Coe�cient d’échange

Posons, t = ⇤ t̄ et x = Lx̄ et T = Text + (T0 � Text)T̄ . La jauge de temps est
obtenue par moindre dégénérescence on voit de manière simple :

⇤ = L2/a avec a = k/⇥cp ne dépend que du matériau. L’écriture de la
condition de flux à la paroi permet de faire surgir le nombre de Biot. On va
supposer ici qu’il est d’ordre 1 pour garder le maximum de termes. Le problème
sans dimensions (pour ce milieu épais) est donc :
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obtient très simplement des fonctions trigonométriques en espace (c’est en fait
une série de Fourier que l’on construit) et des exponentielles en temps :

Tk = exp(�k2t̄)cos(kx̄ + ⌅k),

par symétrie par rapport au centre du milieu étudié la phase est nulle. La condi-
tion de bord s’écrit :

ktg(k) = Bi.

On note ki les valeurs propres croissantes avec i, la température s’écrit sous
forme d’une somme de ces solutions élémentaires :
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Si Bi = 0, ki = (i� 1)�.
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Si Bi = 1, k1 = 0.863, k2=3.4256, k3=6.4373, k4=9.5293...

Compte tenu de la condition initiale en temps 1 = �i>0 Aicos(kix̄), par les
propriétés de l’analyse de Fourier, les Ai s’écrivent :

Ai =
2sin(ki)

ki + sin(ki)cos(ki)

Il serait aussi intéressant de tracer la température au centre en fonction
du temps pour plusieurs Bi. On verrait alors que plus Bi est grand, moins la
décroissance est rapide.

Le problème est alors résolu, des exemples d’évolution de températures dans
di⇥érents cas sont présentés sur la figure . L’influence du nombre de Biot sur la
solution est clairement mis en évidence.

2.7.2. Résolution numérique directe

On peut résoudre en direct par un calcul en di⇥érences finies l’équation de
la chaleur. On change à la volée les conditions aux limites.

2.7.3 Remarques

i) remarque
- siBi =⇤, il s’agit du cas de la température imposée :
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T̄ (x̄ = 0, t̄) = 0

T̄ (x̄ = 1, t̄) = 1

Milieu semi infini

T̄ (x̄, t̄ = 0) = 1



Milieu semi infini

Résolution de l’Equation de la Chaleur

3 Cas Instationnaire Milieu semi infini

L’équation de la chaleur pour un milieu semi infini est toujours toujours
la même, on voit qu’ici on a pas de longueur spéciale pour mesurer les
longueurs. Si on choisit n’importe quelle longueur L, et que l’on pose x = Lx̄,
on a t = t̄L

2
/a avec a = k/⇢c

p

(di↵usivité thermique ne dépend que du
matériau par exemple 1m de béton donne un temps caractéristique de 20
jours, pour un métal une dizaine de cm donne un temps d’une dizaine de
secondes), l’équation sans dimension:

@T̄

@ t̄

= (
@

2
T̄

@x̄

2
)

En revanche les conditions aux limites sont di↵érentes T̄ = 1 en t̄ = 0 pour
tout x̄ et avec T̄ = 0 en x̄ = 0 pour tout t̄ > 0

La démonstration de la solution est un peu compliquée, mais est liée au
fait que la longueur L est quelconque puisqu’il n’y a pas de longueur dans
le problème, or L apparâıt dans x et L

2 apparâıt lui dans le temps t. On se
voit alors que x divisé par

p
t ne dépend pas de L. Le rapport x/

p
t = x̄/

p
t̄

est indépendant du choix de l’échelle de longueur L et de temps L

2
/a.

Vérifions que la forme suivante, dans laquelle les variables sont liées par
le rapport x̄/

p
t̄ indépendant de L.

T̄ =
2p
⇡

Z
x̄/(2

p
t̄)

0
exp(�⇠

2)d⇠

convient en substituant dans l’équation de la chaleur.
On appelle ”fonction erreur” la fonction erf(z) = 2p

⇡

R
z

0 exp(�⇠

2)d⇠

Le calcul est encore un peu di�cile. Pour simplifier, on pose:

⌘ =
x̄p
t̄

et T̄ = ✓(⌘) avec ✓(⌘) =
2p
⇡

Z
⌘/2

0
exp(�⇠

2)d⇠

On remarque que @T̄

@ t̄

= @T̄

@⌘

@⌘

@ t̄

, donc:
Lorsque l’on dérive @T̄

@ t̄

= ✓

0(⌘)@⌘

@ t̄

, or @⌘

@ t̄

= �x̄

2t̄

3/2 = � ⌘

2t̄

Lorsque l’on dérive @T̄

@x̄

= ✓

0(⌘)@⌘

@x̄

, or @⌘

@x̄

= �1
t̄

1/2

donc @

2
T̄

@x̄

2 = ✓

00(⌘)t̄�1
/2, et @T̄

@ t̄

= �⌘✓

0(⌘)t̄�1 on constate donc que:

✓

00(⌘) = �⌘

2
✓

0(⌘).
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3 Cas Instationnaire Milieu semi infini

L’équation de la chaleur pour un milieu semi infini est toujours toujours
la même, on voit qu’ici on a pas de longueur spéciale pour mesurer les
longueurs. Si on choisit n’importe quelle longueur L, et que l’on pose x = Lx̄,
on a t = t̄L

2
/a avec a = k/⇢c

p

(di↵usivité thermique ne dépend que du
matériau par exemple 1m de béton donne un temps caractéristique de 20
jours, pour un métal une dizaine de cm donne un temps d’une dizaine de
secondes), l’équation sans dimension:
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En revanche les conditions aux limites sont di↵érentes T̄ = 1 en t̄ = 0 pour
tout x̄ et avec T̄ = 0 en x̄ = 0 pour tout t̄ > 0

La démonstration de la solution est un peu compliquée, mais est liée au
fait que la longueur L est quelconque puisqu’il n’y a pas de longueur dans
le problème, or L apparâıt dans x et L

2 apparâıt lui dans le temps t. On se
voit alors que x divisé par
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t ne dépend pas de L. Le rapport x/

p
t = x̄/

p
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est indépendant du choix de l’échelle de longueur L et de temps L

2
/a.
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t̄ indépendant de L.
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convient en substituant dans l’équation de la chaleur.
On appelle ”fonction erreur” la fonction erf(z) = 2p

⇡
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Le calcul est encore un peu di�cile. Pour simplifier, on pose:

⌘ =
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et T̄ = ✓(⌘) avec ✓(⌘) =
2p
⇡

Z
⌘/2

0
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On remarque que @T̄
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, donc:
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⌘ = x̄/
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variable de similitude

✓ = erf(⌘/2)



Milieu semi infini
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Cas avec deux milieux!

Résolution de l’Equation de la Chaleur

t

x

 figure 4: tracé de T(x,t)=erf(
x

2!t
) pour t=0.5; 1; 1.5; 2; 2.5; 3.

x

t

 figure 5: tracé de erf(
x

2!t
) pour x=0.5; 1; 1.5; 2; 2.5; 3.

Remarque, si on joue bien avec les variables de similitude on trouve "=x/!t, qui donne :

"#' +2  #'' =0. Si par malchance on choisit "=x2/t  on trouve: -2 #' - " #' - 4 " #''=0
La solution en est bien entendu #=erf(!"/2), mais elle est n'est pas simple à voir!!! Il n'y a
pas de règle précise pour le choix de la bonne variable. De toutes façons, il faut à la fin
résoudre une équation différentielle (les cas de solutions exactes, comme ici sont
rarissimes).

3. Observons ce qui se passe pour les temps court et les petites distances dans la solution

complète: posons   x
_
 = -1 + $ x̂   et    t

_
 = $2 t̂ . et  développons  T

_
 à $ petit (n fixé):

** cos((2n-1)%x
_
/2) = 0 + sin((2n-1)%/2) sin((2n-1) % $ x̂ /2)  = (-1)n sin((2n-1)% $ x̂/2)

= (-1)n sin(kn x̂)

** exp (- (2n-1)2
%2

4
 t
_
 ) = exp (- (2n-1)2

%2

4
 $2 t̂  ) = exp (- kn

2 t̂ )

on a posé kn = (2n-1) $ % /2  et comme kn+1-kn= %$

 T
_

 = 
2
% &n>0 exp (- kn

2 t̂ ) sin(kn  x̂) 
(kn+1 - kn)

kn

PC1 -5-

Figure 8: Tracé de T̄ (x̄, t̄) = erf( x̄
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pour x̄ = 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 et 3.0
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x

2!t
) pour t=0.5; 1; 1.5; 2; 2.5; 3.
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x

2!t
) pour x=0.5; 1; 1.5; 2; 2.5; 3.

Remarque, si on joue bien avec les variables de similitude on trouve "=x/!t, qui donne :

"#' +2  #'' =0. Si par malchance on choisit "=x2/t  on trouve: -2 #' - " #' - 4 " #''=0
La solution en est bien entendu #=erf(!"/2), mais elle est n'est pas simple à voir!!! Il n'y a
pas de règle précise pour le choix de la bonne variable. De toutes façons, il faut à la fin
résoudre une équation différentielle (les cas de solutions exactes, comme ici sont
rarissimes).

3. Observons ce qui se passe pour les temps court et les petites distances dans la solution

complète: posons   x
_
 = -1 + $ x̂   et    t

_
 = $2 t̂ . et  développons  T

_
 à $ petit (n fixé):

** cos((2n-1)%x
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/2) = 0 + sin((2n-1)%/2) sin((2n-1) % $ x̂ /2)  = (-1)n sin((2n-1)% $ x̂/2)
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Figure 9: Tracé de T̄ (x̄, t̄) = erf( x̄
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pour t̄ = 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 et 3.0

x > 0 la température varie de T

p

à T2; pour x < 0, la température varie de
T

p

à T1 au loin en x!1.
Pour x > 0 on a donc T � T

p

= (T2 � T

p

)erf(x/

p
4a2t)

Pour x < 0 on a donc T � T

p

= (T1 � T

p

)erf(�x/

p
4a1t)

L’égalité des flux en x = 0

p
k1⇢1c1(

(T1 � T

p

)p
⇡t

) =
p

k2⇢2c2(
(T2 � T

p

)p
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)

donc
T

p

=
b1T1 + b2T2

b1 + b2

avec b1 =
p

k1⇢c1 et b2 =
p
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Figure 10: deux barres réunies au centre.
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Cas avec deux milieux!

Résolution de l’Equation de la Chaleur
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résoudre une équation différentielle (les cas de solutions exactes, comme ici sont
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Résolution de l’Equation de la Chaleur

Valeurs en construction 1Wh=86.4kJ
Matériau ⇢ (kg/m3) c

p

(Wh/kg.K) k (W/m.K) k/(⇢c

p

)(m2/h) L

.1 en m
Béton cellulaire 400 0.28 0.13 0.0012 0.47
plâtre 900 0.26 0.35 0.0015
plaque plâtre BA10 790 0.22 0.33
laine de roche 25 0.26 0.03
Polystyrène expansé 18 0.38 0.039
brique creuse 650 0.25 0.45 0.003 0.66

Table 1: matériaux de construction pour ! = 2⇡/86400 Valeurs issues de
http://www.ideesmaison.com.
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Figure 11: Régime sinusoidal forcé, évolution de la température en fonction
de la profondeur à di↵érents temps, cliquer pour lancer l’animation [Quick-
Time].

-6.14-

Résolution de l’Equation de la Chaleur

6 Cas Instationnaire Forcé

Que se passe-t-il si la température est donnée en x = 0 sous forme d’une
oscillation? On cherche des solutions sous la forme:

T = �Te

i(!t�kx) + T0

l’équation de la chaleur

@T

@t

= a

@

2
T

@x

2
devient � k

2 = i!/a.

ce qui donne, en remarquant (�i)1/2 = (1�i)p
2

:

k =
r

!

2a

(1� i) = k

r

� ik

i

il y a donc un amortissement exponentiel de la température en fonction de
la profondeur, il y a une vitesse de propagation (2a!)1/2. Le déphasage en
temps entre la surface x = 0 et la position x = L est donc L/(2a!)1/2

/!

La température s’écrit donc au final:

T = T0 + �Te

�x

p
!
2a cos

✓
!t� x

r
!

2a

◆

Une caractéristique remarquable de cette solution est le filtrage des
fréquences, plus la fréquence est grande !, moins la profondeur est grande
de pénétration de la température est grande (

q
2a

!

)

• A.N. soit un mur de béton soumis à l’alternance journalière de température.
⇢ =400 (kg/m3) c

p

= 0.28 (Wh/kg.K) k = 0.13 (W/m.K) , donc la di↵u-
sivité est a = k/(⇢c

p

) = 0.00116 en m

2
/h

Si on désire que ce mur atténue d’un facteur 10 les variation quotidiennes
de température extérieures (sur 24h): e

�kiL = 0.1 donc puisque ln(10)=2.3,
L = 2.3(2a/!)1/2

Remarque si on passe à 1 an, on passe de environ 50cm à 8 m.

A.N. cylindre en fonte d’un moteur à explosion.

k = 50W/m/

�
C c

p

= 440J/kg/K ⇢ = 8000kg/m

3
k/(⇢c

p

) = 14 10�6

pour un moteur qui tourne à 3000tr/min, 50tr/s, soit une explosion tous les
2 tours, soit 25 Hz L = 2.3(2a/!)1/2 on trouve 1mm.
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• A.N. soit un mur de béton soumis à l’alternance journalière de température.
⇢ =400 (kg/m3) c

p

= 0.28 (Wh/kg.K) k = 0.13 (W/m.K) , donc la di↵u-
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2 tours, soit 25 Hz L = 2.3(2a/!)1/2 on trouve 1mm.
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solution forcée

Résolution de l’Equation de la Chaleur

6 Cas Instationnaire Forcé
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T = �Te

i(!t�kx) + T0

l’équation de la chaleur

@T

@t

= a

@

2
T

@x

2
devient � k

2 = i!/a.

ce qui donne, en remarquant (�i)1/2 = (1�i)p
2

:

k =
r

!

2a

(1� i) = k

r

� ik

i
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/!
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T = T0 + �Te

�x

p
!
2a cos

✓
!t� x

r
!

2a

◆

Une caractéristique remarquable de cette solution est le filtrage des
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q
2a

!

)
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p
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p

) = 0.00116 en m

2
/h
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Remarque si on passe à 1 an, on passe de environ 50cm à 8 m.

A.N. cylindre en fonte d’un moteur à explosion.
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= 440J/kg/K ⇢ = 8000kg/m
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p

) = 14 10�6

pour un moteur qui tourne à 3000tr/min, 50tr/s, soit une explosion tous les
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Bi < 0.1 Système Mince/!
Corps thermiquement mince

• “lumped system analysis” !

• par définition les  systèmes minces : faible nombre de Biot !

• température uniforme dans le corps

⇢V c
p

@T

@t
= �hS(T � T

ext

)

@

@t

Z

⌦
⇢edv =

Z

@⌦
(��!q ) ·

�!
dS

�!q = h(T � T
ext

)�!n



Bi < 0.1 Système Mince/!
Corps thermiquement mince

• “lumped system analysis” !

• par définition les  systèmes minces : faible nombre de Biot !

• température uniforme dans le corps

⇢V c
p

@T

@t
= �hS(T � T

ext

)

“Loi de Newton”



Bi petit

∂2
T̄

∂x̄

2

Z ∂2
T̄

∂x̄

2 dx

�2Bi(T̄ )

Z ∂T̄

∂t̄

dx

∂T̄
∂t̄=

=

~ ∂
∂t̄

Z
T̄ dx̄

�BiT̄m =
∂
∂t̄

T̄m

Bit̄ = t̃temps lent

moyenne de la température



Bi petit

�BiT̄m =
∂
∂t̄

T̄m

Bit̄ = t̃temps lent

moyenne de la température

Systèmes Minces  Bi<0.1



Résolution de l’Equation de la Chaleur

la température est presque constante en espace (à l’ordre Bi près).

ii) remarque
En pratique, il est usuel d’évaluer le nombre de Biot et de dire que si Bi>0.1,
on utilise la solution complète (milieux dit ”thermiquement épais”) et que
si Bi<0.1 on utilise l’analyse du milieu dit ”thermiquement mince”).

iii) remarque
On voit que rapidement (critère empirique usuel t̄>0.2), il ne reste plus que
le premier terme de la série:

T̄ = A1exp(�k2
1 t̄)cos(k1x̄) + ...,

le coe⇥cient A1 varie peu avec Bi, de 1 (Bi = 0) à 1.27 (Bi=⇥, A1=4/�).
Le coe⇥cient k1 varie un peu plus: pour Bi = 0.1 on a k1=0.3 et pour
Bi=⇥ on a k1 =1.57 (�/2),

pourBi =⇥ on a T̄ =
4e�

�2 t̄
4 cos

�
�x̄
2

⇥

�

pourBi =⇥ on a T̄ = 1.27324e�(1.5708)2 t̄cos(1.5708x̄)

pourBi = 5 on a T̄ = 1.2402e�(1.3138)2 t̄cos(1.3138x̄)

pourBi = 1 on a T̄ = 1.1192e�(0.8603)2 t̄cos(0.8603x̄)

pourBi = .1 on a T̄ = 1.0160e�(0.3111)2 t̄cos(0.3111x̄)

cette formule est utile pour avoir une bonne approximation du champ
des températures. On voit que plus Bi est petit plus k1 est petit: un système
qui échange peu de chaleur se refroidit lentement (1/k1 est grand). Sur la
figure on voit la température au centre, c’est quasi l’exponentielle ci dessus.
Pour Bi < .1 on a

T̄ = e�Bit̄
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• Bi<<1 “lumped system analysis”  T(t)  température uniforme dans le corps!

• Bi>>1 température imposée aux bords!

• Bi quelconque : résolution numérique (système épais)



Résolution numérique 

Bi quelconque



∂T

∂t

=
∂2

∂x

2T

T (t +Dt)�T
Dt

(T (t,x+Dx)�2T (t,x)+T (t,x�Dx))
Dx

2

(T (t +Dt,x+Dx)�2T (t +Dt,x)+T (t +Dt,x�Dx))
Dx

2
Implicite

Explicite

discrétisation

T (t +Dt)�T
Dt

=

=



http://www.lmm.jussieu.fr/~lagree/SOURCES/Appliquette-JavaChal/guiChalomega_v_implicite/index.html

guiChalOmegaImp.class



T (t+�t, x) = T (t, x) +�t

T (t, x+�x)� 2T (t, x) + T (t, x��x)

�x

2

T (t+�t, x) = (1� 2�t

�x

2
)T (t, x) +�t

T (t, x+�x) + T (t, x��x)

�x

2

discrétisation explicite

réécrit

T (t+�t, x) =
T (t, x+�x) + T (t, x��x)

2

�t =
�x

2

2
si

la nouvelle estimation est la moyenne…



T (t+�t, x, y) =
T (t, x+�x, y) + T (t, x��x, y) + T (t, x, y +�y) + T (t, x, y ��y)

4

idem en 2D

�y

�x



Solveur Analogique ;-)





Conduction Coe�cient d’échange

Fig. 16 – T̄ (x̄, t̄) pour t̄ =0.025 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 et 0.5

Fig. 17 – Résolution en direct par di�érences finies de l’équation de la chaleur.

-2.23-






