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pour les liquides, les e�ets de la pression étant faibles, on a de même de =
cp(T )dT .

cp10�3 ⇤ k103

J/kg/K kg/m3 W/m/K
eau 4.18 1000 610
fréon 0.97 1.3 73
huiles moteur 1.9 800 145

L’équation de la chaleur s’écrit alors pour ces milieux immobiles :

⇤
⌥

⌥t
(c(T )T ) = ⇤ · (k⇤T )

dans ce dernier paragraphe nous avons écrit l’équation de la chaleur sans mou-
vement. L’art et la manière de résoudre l’équation de la chaleur sans écoulement
sont supposés connus, des ouvrages entiers y sont consacrés. Quelques exemples
seront vus dans le chapitre suivant et en PC.

4 Le problème complet

4.1 Équations

Ces prémices philosophiques étant rappelés, les équations finales sont les
”équations de Navier Stokes” (ici les plus générales possibles) pour un fluide
newtonien compressible :

équation de conservation de la masse :

d⇤

dt
+ ⇤⇤ · u = 0.

équation de conservation de la quantité de mouvement :

⇤
du

dt
= ⇤ · ⌅ + f.

équation de l’énergie :

⇤
de

dt
= ⌅ : D �⇤ · q + r.

relations constitutives :

⌅ = �pI + �⇤ · uI + 2µD

q = �k⇤T.

loi d’état :
p(⇤, T )
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coe⌅cients :
cv(T ), cp(T ), �(T ), µ(T ), k(T )...

conditions aux limites Tw OU qw imposés, adhérence à la paroi.

C’est le problème complet pour le fluide. En toute généralité, il faudrait en
plus résoudre l’équation de la chaleur (problème de conduction pure) dans les
parois qui le bordent, dans ce cas il faut assurer la continuité de Tw ET qw (ou
plus exactement de sa composante normale) entre le fluide et le solide.

Puisque l’on a toutes les relations (formes locales + équations constitutives
+ conditions aux limites...), il ”su⌅t” de résoudre.

4.2 Di�érents mécanismes

Avant de résoudre nommons rapidement chacun des di�érents mécanismes
que l’on peut mettre en jeux. Pour cela, observons chacun des termes de variation
de l’énergie interne

⇤
de

dt
= ⌅ : D �⇤ · q + r.

- si on retient uniquement le premier du LHS (membre de gauche) et le premier
du RHS (Right Hand Side), on obtient le problème de conduction :

⇤c
�

�t
(T ) = k⇤2T

- si on garde le deuxième du Left Hand Side et le premier du RHS, on obtient
la convection forcée par le mouvement du fluide :

u · k⇤u = k⇤2T

- il y a aussi la convection libre : pas d’écoulement imposé mais ⇤ varie avec T ,
donc par l’existence de la gravité (f = ⇤g), la variation de densité produit le
mouvement.

- Enfin nous disons un mot très rapide sur le rayonnement. Dans ce cas il y
a création volumique d’énergie par rayonnement :

r = K⌅T 4

Le flux d’énergie du au rayonnement à la paroi est de la forme :

⇧⌅ST 4

⇧ émissivité (caractéristique de la surface), K constante liée au caractère plus
ou moins transparent du fluide...
S aire du corps, T Température, ⌅ = 5.67 10�8Wm�2K�4.
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conduction dans l’objet, l’extérieur est modélisé 
par un coefficient d’échange 

Coe�cient d’échange

On écrira donc la condition à la limite sous la forme suivante :

(k[
⌅T

⌅n
]wn + h(Tw � Tf )))n = 0.

Qui signifie que la dérivée le long de la normale est bien positive si l’extérieur
est plus chaud que l’intérieur.

2.1.2 Valeurs de h

Pour estimer la valeur du coe⇤cient d’échange :
– soit on calcule (analytiquement ou par une méthode numérique) l’expres-

sion de h dans les cas où c’est possible ; par exemple pour la plaque plane
de température uniforme de longueur L en régime laminaire de vitesse U,
nous allons voir dans la suite du cours où les notations seront définies :
h = Nu(k/L) avec Nu = 0.664Pr1/3R1/2

L et Pr = �/a et RL = UL/�.
– soit expérimentalement on cherche à tracer le nombre de Nusselt Nu sous

la forme d’un produit de nombres sans dimension : Nu = CRemPrn. On
trouve dans la littérature des tables exprimant ces relations. Le but du
jeux est de fournir des formules approchées... ou de déterminer h par des
expériences et de tabuler les résultats. Ensuite, on peut faire des calculs
simplifiés en veillant à ce que les hypothèses posées pour établir l’expres-
sion de h soient à peu près respectées.

(pour la lecture des tables de coe⇤cients h il faudra faire très attention aux
températures de référence, car h dépend de la température !).

2.1.3 Exemples de valeurs

La ”gamme des valeurs” de h (Wm�2K�1) est :

convection libre (air) 5-25
convection libre (eau) 100-900
convection forcée (air) 10-500
convection forcée (eau) 100-15000
convection forcée (huile) 50-2000
conv. f. (métaux fondus) 6000-120000
eau bouillante 2500-25000
vapeur d’eau se condensant 50000-100000
rayonnement
(linéarisé a 300K) 1

Ce terme h peut être considéré comme le terme fondamental de la thermique.
Il permet de simplifier l’extérieur, et de ne résoudre l’équation de la chaleur qu’à
l’intérieur du domaine.

Les chapitres suivants visent à en donner des expressions dans des cas sim-
plifiés.

2.1.4 Nombre de Biot

Le flux à la paroi s’écrit par définition du facteur d’échange :

q
w

= h(Tw � Tf )n.
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2 .6 .4 Calculs numériques directs d'une configuration d'ailette

On montre ici quelques résolutions numériques directes avec FreeFEM (code d'éléments

finis du domaine public). On se donne une géométrie fixe et on fait varier le coefficient

d'échange. On se donne une longueur L0=1 et a= 0.05, en unités arbitraires. On résout:

!2

!y2
T + 

!2

!x2
T = 0,

avec T(x=0,0<y<a)=1,

et  -(k/h) 
!

!n
T = T  en (0<x<L0; y=0), en (x=L0; 0<y<a) et en (0<x<L0; y=a).

Par définition: Bi=(a/L0) (hL0/k).

Après calcul, on trace ci dessous les ligne "iso température", on constate que plus Bi

diminue, plus la température diffuse à partir de l'extrémitée gauche chauffée.

maillage

Bi = 10

Bi = 1.

Bi=0.1

Bi=0.0025
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2.6. Exemple de conduction stationnaire : L’ailette

A titre d’illustration, nous allons résoudre un problème très classique de
conduction stationnaire : l’ailette. Cet exemple est développé dans TOUS les
ouvrages de ”thermique” de par son caractère fondamental et simple. Il est
indispensable de bien l’avoir compris.
Nous l’examinerons ici avec l’optique de l’analyse phénoménologique (utilisation
de nombres sans dimensions et de petits paramètres). En fait outre son intérêt
pratique, c’est le problème fondamental qui a permis à Fourier de comprendre
la notion de chaleur. Il a donc d’abord résolu le problème stationnaire (1809),
puis seulement ensuite le problème instationnaire. Ce dernier, que nous voyons
en PC, est plus compliqué, il a nécessité l’invention des séries de Fourier (1811).

2.6.1 Dispositif de l’ailette

L’ailette (fin en anglais), comme son nom l’indique est un appendice en
métal que l’on dispose sur un dispositif que l’on désire refroidir e�cacement.
L’idée est d’augmenter la surface d’échange.

On peut voir des ailettes sur les radiateurs de la salle de cours, sur le radiateur
de la voiture, une casserole et son manche sont en fait deux ailettes, sur les
microprocesseurs (sur certains on met une plaque recouverte d’ailettes, ce qui
augmente donc la surface, mais en plus on place un petit ventilateur, ce qui
augmente le facteur d’échange)...

Dans la suite on se place en dimension 2, on peut généraliser de manière
immédiate à l’ailette axisymétrique. On peut aussi étendre au cas des ailettes
de section lentement variable.

Température 

imposée dans 

le métal
métal

air

flux de conduction

flux par échange convectif

a
L

0

Fig. 7 – une représentation schématique de l’ailette d longueur L0 et d’épaisseur
a.
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immédiate à l’ailette axisymétrique. On peut aussi étendre au cas des ailettes
de section lentement variable.

Température 

imposée dans 

le métal
métal

air

flux de conduction

flux par échange convectif

a
L

0
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On peut voir des ailettes sur les radiateurs de la salle de cours, sur le radiateur
de la voiture, une casserole et son manche sont en fait deux ailettes, sur les
microprocesseurs (sur certains on met une plaque recouverte d’ailettes, ce qui
augmente donc la surface, mais en plus on place un petit ventilateur, ce qui
augmente le facteur d’échange)...
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pratique, c’est le problème fondamental qui a permis à Fourier de comprendre
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pratique, c’est le problème fondamental qui a permis à Fourier de comprendre
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et puisque est d’ordre un par construction, ⌅T̄ /⌅ȳ= ⌅/⌅= O((a/L)2), on re-
trouve le fait que la température varie transversalement très peu (d’ordre (a/L)2)
dans le solide. On remarque que (a/L)2<<1 s’écrit aussi : (a/L)2 = ah/k et on
pose :

Bi =
ah

k
.

Le nombre de Biot (Bi) est très petit, on note que L = aBi�1/2.
On a donc par intégration en ȳ

T̄ (x̄, ȳ) = T̄p(x̄) + O(Bi).

L

T
ext

T
p

a

Fig. 8 – la température varie peu transversalement dans l’ailette (de l’ordre de
Bi).

On retrouve ici ce qui est présenté comme l’hypothèse classique de distribu-
tion monodimensionnelle de température dans une ailette : la température reste
peu di�érente de sa valeur à la paroi (notée T̄p(x̄)). A l’ordre dominant :

q̄x = �dT̄p(x̄)
dx̄

par intégration de la paroi (en ȳ= -1/2 où le flux est donné q̄y(x̄,±1/2) =
�T̄p(x̄)) au centre (en ȳ = 0 où le flux est nu par symétrie),

⌅q̄x

⌅x̄
+

⌅q̄y

⌅ȳ
= 0 devient

⇥ 1/2

0
(
⌅q̄x

⌅x̄
+

⌅q̄y

⌅ȳ
)dȳ = 0

comme
� 1/2
0 (⇥q̄y

⇥ȳ )dȳ = q̄y(x̄, 1/2)� q̄y(x̄, 0)

1
2

d2T̄p(x̄)
dx̄2

+ q̄y(x̄, 1/2)� 0 = 0

soit :
d2T̄p(x̄)

dx̄2
� 2T̄p(x̄) = 0,
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trouve le fait que la température varie transversalement très peu (d’ordre (a/L)2)
dans le solide. On remarque que (a/L)2<<1 s’écrit aussi : (a/L)2 = ah/k et on
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⇥ȳ )dȳ = q̄y(x̄, 1/2)� q̄y(x̄, 0)

1
2

d2T̄p(x̄)
dx̄2

+ q̄y(x̄, 1/2)� 0 = 0

soit :
d2T̄p(x̄)

dx̄2
� 2T̄p(x̄) = 0,

-2.15-

Coe�cient d’échange

2.6. Exemple de conduction stationnaire : L’ailette

A titre d’illustration, nous allons résoudre un problème très classique de
conduction stationnaire : l’ailette. Cet exemple est développé dans TOUS les
ouvrages de ”thermique” de par son caractère fondamental et simple. Il est
indispensable de bien l’avoir compris.
Nous l’examinerons ici avec l’optique de l’analyse phénoménologique (utilisation
de nombres sans dimensions et de petits paramètres). En fait outre son intérêt
pratique, c’est le problème fondamental qui a permis à Fourier de comprendre
la notion de chaleur. Il a donc d’abord résolu le problème stationnaire (1809),
puis seulement ensuite le problème instationnaire. Ce dernier, que nous voyons
en PC, est plus compliqué, il a nécessité l’invention des séries de Fourier (1811).

2.6.1 Dispositif de l’ailette

L’ailette (fin en anglais), comme son nom l’indique est un appendice en
métal que l’on dispose sur un dispositif que l’on désire refroidir e�cacement.
L’idée est d’augmenter la surface d’échange.

On peut voir des ailettes sur les radiateurs de la salle de cours, sur le radiateur
de la voiture, une casserole et son manche sont en fait deux ailettes, sur les
microprocesseurs (sur certains on met une plaque recouverte d’ailettes, ce qui
augmente donc la surface, mais en plus on place un petit ventilateur, ce qui
augmente le facteur d’échange)...

Dans la suite on se place en dimension 2, on peut généraliser de manière
immédiate à l’ailette axisymétrique. On peut aussi étendre au cas des ailettes
de section lentement variable.
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pratique, c’est le problème fondamental qui a permis à Fourier de comprendre
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(on peut enlever le facteur 2 par un choix plus subtil de la largeur de l’engin !).
A l’extrémité de l’ailette (en x̄s = L0/L) on peut imposer soit une température
d’ordre un, soit laisser l’ailette libre (ce qui est le cas le plus répandu). Le flux
à l’extrémité est donc relié au coe⌅cient d’échange, donc

dT̄p(x̄s)
dx̄

= (Lh/k)T̄p(x̄s)), avec (Lh/k) = Bi1/2.

Donc l’extrémité de l’ailette de l’ailette est adiabatique dT̄p(x̄s)
dx̄ = 0.

Ce résultat est déduit de la limite asymptotique Bi = 0. En fait, en pratique
on se permet de garder le terme supplémentaire : dT̄p(x̄s)

dx̄ = Bi1/2T̄p(x̄s).
Remarque. On parle parfois de l’e⌅cacité de l’ailette en faisant le rapport

entre le flux (h�T/(k�T/L)) = Biˆ(1/2)
le refroidissement est donc + e⌅cace...

2.6.3 Équation fondamentale de l’ailette

L’équation finale :
d2T̄p(x̄)

dx̄2
� 2T̄p(x̄) = 0.

Elle est à résoudre entre x̄ = 0 où T̄p = 1 et xs = L0/(aBi1/2) qui est d’ordre
un (pour une ailette bien dimensionnée) où le flux est en général dT̄p(x̄s)

dx̄ =
Bi1/2T̄p(x̄s).

Les solutions sont obtenues de manière triviale (somme de sinus hyperbolique
et de cosinus hyperbolique). Les coe⌅cients dépendent des conditions aux limites
par exemple :

* si la sortie est libre (Bi n’est en fait pas pris infiniment petit)

T̄p(x̄) =
ch(21/2(x̄s � x̄)) + Bi1/2sh(21/2(x̄s � x̄))

ch(21/2x̄s) + Bi1/2sh(21/2x̄s)
,

* si la sortie est adiabatique (ou si Bi est assez petit)

T̄p(x̄) =
ch(21/2(x̄s � x̄))

ch(21/2x̄s)
,

* si l’ailette est semi infinie (très très longue), on n’a qu’une exponentielle
décroissante :

T̄p(x̄) = exp(�21/2x̄).

2.6.4 Calculs analytiques d’une configuration d’ailette

Avec l’appliquette Java AiletTest.class, on trace la distribution de température
le long d’une ailette. On fait varier les coe⌅cients k, a L...

2.6.5 Calculs numériques directs d’une configuration d’ailette

On montre ici quelques résolutions numériques directes avec FreeFEM (code
d’éléments finis du domaine public). On se donne une géométrie fixe et on fait
varier le coe⌅cient d’échange. On se donne une longueur L0=1 et a = 0.05, en
unités arbitraires. On résout :
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et puisque est d’ordre un par construction, ⌅T̄ /⌅ȳ= ⌅/⌅= O((a/L)2), on re-
trouve le fait que la température varie transversalement très peu (d’ordre (a/L)2)
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pose :
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.
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On a donc par intégration en ȳ

T̄ (x̄, ȳ) = T̄p(x̄) + O(Bi).
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⇥ȳ )dȳ = q̄y(x̄, 1/2)� q̄y(x̄, 0)

1
2

d2T̄p(x̄)
dx̄2

+ q̄y(x̄, 1/2)� 0 = 0

soit :
d2T̄p(x̄)

dx̄2
� 2T̄p(x̄) = 0,

-2.15-



Coe�cient d’échange
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la notion de chaleur. Il a donc d’abord résolu le problème stationnaire (1809),
puis seulement ensuite le problème instationnaire. Ce dernier, que nous voyons
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métal que l’on dispose sur un dispositif que l’on désire refroidir e�cacement.
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et puisque est d’ordre un par construction, ⌅T̄ /⌅ȳ= ⌅/⌅= O((a/L)2), on re-
trouve le fait que la température varie transversalement très peu (d’ordre (a/L)2)
dans le solide. On remarque que (a/L)2<<1 s’écrit aussi : (a/L)2 = ah/k et on
pose :

Bi =
ah

k
.

Le nombre de Biot (Bi) est très petit, on note que L = aBi�1/2.
On a donc par intégration en ȳ

T̄ (x̄, ȳ) = T̄p(x̄) + O(Bi).
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Fig. 8 – la température varie peu transversalement dans l’ailette (de l’ordre de
Bi).

On retrouve ici ce qui est présenté comme l’hypothèse classique de distribu-
tion monodimensionnelle de température dans une ailette : la température reste
peu di�érente de sa valeur à la paroi (notée T̄p(x̄)). A l’ordre dominant :

q̄x = �dT̄p(x̄)
dx̄

par intégration de la paroi (en ȳ= -1/2 où le flux est donné q̄y(x̄,±1/2) =
�T̄p(x̄)) au centre (en ȳ = 0 où le flux est nu par symétrie),

⌅q̄x

⌅x̄
+

⌅q̄y

⌅ȳ
= 0 devient

⇥ 1/2

0
(
⌅q̄x

⌅x̄
+

⌅q̄y

⌅ȳ
)dȳ = 0

comme
� 1/2
0 (⇥q̄y

⇥ȳ )dȳ = q̄y(x̄, 1/2)� q̄y(x̄, 0)

1
2

d2T̄p(x̄)
dx̄2

+ q̄y(x̄, 1/2)� 0 = 0

soit :
d2T̄p(x̄)

dx̄2
� 2T̄p(x̄) = 0,
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• si l’ailette est semi infinie (très très longue), on n’a qu’une exponentielle
décroissante:

T � Text

T0 � Text
= exp(�21/2(x/a)Bi1/2).

On voit bien que si Bi augmente, la température varie rapidement près de
l’entrée.
• si la sortie est adiabatique k dTp

dx = 0 en x = L0 (ou si Bi est assez petit,
cf cas suivant)

T � Text

T0 � Text
=

ch(21/2(L0/a� x/a)Bi1/2)
ch(21/2(L0/a)Bi1/2)

,

• si la sortie est libre (Bi n’est en fait pas pris infiniment petit) , le flux en
sortie est k dTp

dx (x = L0) + h(Tp(x = L0)� Text) = 0 soit

dTp

dx
(x = L0) +

Bi

a
(Tp(x = L0)� Text) = 0

on en déduit

T � Text

T0 � Text
=

ch(21/2(L0/a� x/a)Bi1/2)) + (Bi/2)1/2sh(21/2(L0/a� x/a)Bi1/2)
ch(21/2(L0/a)Bi1/2) + (Bi/2)1/2sh(21/2(L0/a)Bi1/2)

,

On voit que les calculs font intervenir

exp(x/(a(2Bi)�1/2)

la quantité a(2Bi)�1/2 représente une longueur e⇤cace de l’ailette, si la
longueur L est bien plus grande que a(2Bi)�1/2, la température varie peu,
l’ailette n’en est pas une. en revanche si a(2Bi)�1/2 >> L, l’ailette est trop
longue, on peut la couper.

3.3.4 Calculs analytiques d’une configuration d’ailette

Avec l’appliquette Java AiletTest.class, on trace la distribution de température
le long d’une ailette. On fait varier les coe⇤cients k, a L...

Exemple soit une ailette en aluminium k ⇤ 200 de longueur 5cm d’épaisseur
2 mm... faire les applications numériques avec l’appliquette Java.
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La température en entrée de l’ailette est T0, la température externe est
Text. On pose Bi = ah/k

d2Tp

dx2
� 2Bi

a2
(Tp(x)� Text) = 0.
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a

Figure 5: la température varie peu transversalement dans l’ailette (de l’ordre
de Bi).

3.3.3 Équation fondamentale de l’ailette

L’équation finale à résoudre:

d2Tp

dx2
� 2h

ka
(Tp(x)� Text) = 0.

Elle est à résoudre entre x = 0 où Tp = T0 et xs = L0

Les solutions sont obtenues de manière triviale (somme de sinus hyperbolique
et de cosinus hyperbolique). Les coe⌅cients dépendent des conditions aux
limites par exemple:
• si l’ailette est semi infinie (très très longue), on n’a qu’une exponentielle
décroissante:

T � T0

T0 � Text
= exp(�21/2(x/a)Bi1/2).

On voit bien que si Bi augmente, la température varie rapidement près de
l’entrée.
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et puisque est d’ordre un par construction, ⌅T̄ /⌅ȳ= ⌅/⌅= O((a/L)2), on re-
trouve le fait que la température varie transversalement très peu (d’ordre (a/L)2)
dans le solide. On remarque que (a/L)2<<1 s’écrit aussi : (a/L)2 = ah/k et on
pose :

Bi =
ah

k
.

Le nombre de Biot (Bi) est très petit, on note que L = aBi�1/2.
On a donc par intégration en ȳ

T̄ (x̄, ȳ) = T̄p(x̄) + O(Bi).
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Fig. 8 – la température varie peu transversalement dans l’ailette (de l’ordre de
Bi).

On retrouve ici ce qui est présenté comme l’hypothèse classique de distribu-
tion monodimensionnelle de température dans une ailette : la température reste
peu di�érente de sa valeur à la paroi (notée T̄p(x̄)). A l’ordre dominant :

q̄x = �dT̄p(x̄)
dx̄

par intégration de la paroi (en ȳ= -1/2 où le flux est donné q̄y(x̄,±1/2) =
�T̄p(x̄)) au centre (en ȳ = 0 où le flux est nu par symétrie),

⌅q̄x

⌅x̄
+

⌅q̄y

⌅ȳ
= 0 devient

⇥ 1/2

0
(
⌅q̄x

⌅x̄
+

⌅q̄y

⌅ȳ
)dȳ = 0

comme
� 1/2
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⇥ȳ )dȳ = q̄y(x̄, 1/2)� q̄y(x̄, 0)

1
2

d2T̄p(x̄)
dx̄2

+ q̄y(x̄, 1/2)� 0 = 0

soit :
d2T̄p(x̄)

dx̄2
� 2T̄p(x̄) = 0,

-2.15-

Coe�cient d’échange

et puisque est d’ordre un par construction, ⌅T̄ /⌅ȳ= ⌅/⌅= O((a/L)2), on re-
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2.6. Exemple de conduction stationnaire : L’ailette

A titre d’illustration, nous allons résoudre un problème très classique de
conduction stationnaire : l’ailette. Cet exemple est développé dans TOUS les
ouvrages de ”thermique” de par son caractère fondamental et simple. Il est
indispensable de bien l’avoir compris.
Nous l’examinerons ici avec l’optique de l’analyse phénoménologique (utilisation
de nombres sans dimensions et de petits paramètres). En fait outre son intérêt
pratique, c’est le problème fondamental qui a permis à Fourier de comprendre
la notion de chaleur. Il a donc d’abord résolu le problème stationnaire (1809),
puis seulement ensuite le problème instationnaire. Ce dernier, que nous voyons
en PC, est plus compliqué, il a nécessité l’invention des séries de Fourier (1811).

2.6.1 Dispositif de l’ailette

L’ailette (fin en anglais), comme son nom l’indique est un appendice en
métal que l’on dispose sur un dispositif que l’on désire refroidir e�cacement.
L’idée est d’augmenter la surface d’échange.

On peut voir des ailettes sur les radiateurs de la salle de cours, sur le radiateur
de la voiture, une casserole et son manche sont en fait deux ailettes, sur les
microprocesseurs (sur certains on met une plaque recouverte d’ailettes, ce qui
augmente donc la surface, mais en plus on place un petit ventilateur, ce qui
augmente le facteur d’échange)...

Dans la suite on se place en dimension 2, on peut généraliser de manière
immédiate à l’ailette axisymétrique. On peut aussi étendre au cas des ailettes
de section lentement variable.

Température 

imposée dans 

le métal
métal

air

flux de conduction

flux par échange convectif

a
L

0

Fig. 7 – une représentation schématique de l’ailette d longueur L0 et d’épaisseur
a.
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T

x/L
0

Fig. 14 – T(x) pour di�érents nombres de Biot.

2.6.6 Utilité de l’ailette

- s’il n’y a pas d’ailette le flux est h(T0 � Text) = (k/a)Bi(T0 � Text)
- s’il y a une ailette le flux est �k �T

�x = �k
a

⇥
Bi(T0 � Text)

L’amplification du flux est :

�k �T
�x

(T0 � Text)
=

1⇥
Bi

>> 1

2.6.7 Conclusions pour l’ailette

* Retenons que dans les ailettes sont fines et que la distribution de température
y est monodimensionnelle, les échanges ne sont importants qu’à la surface.

* Retenons que le nombre de Biot (Bi = ah
k ) est petit pour une ailette est

que son e⌅cacité est en 1/
⇥

Bi.
* Retenons que la longueur caractéristique d’une ailette est

�
(ka/h)=a/

⇥
Bi

(si elle est environ trois fois plus grande, on peut la couper, l’excédent n’a pas
d’utilité, si elle est plus courte, elle ne remplit pas son rôle).
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2.6. Exemple de conduction stationnaire : L’ailette

A titre d’illustration, nous allons résoudre un problème très classique de
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de nombres sans dimensions et de petits paramètres). En fait outre son intérêt
pratique, c’est le problème fondamental qui a permis à Fourier de comprendre
la notion de chaleur. Il a donc d’abord résolu le problème stationnaire (1809),
puis seulement ensuite le problème instationnaire. Ce dernier, que nous voyons
en PC, est plus compliqué, il a nécessité l’invention des séries de Fourier (1811).

2.6.1 Dispositif de l’ailette

L’ailette (fin en anglais), comme son nom l’indique est un appendice en
métal que l’on dispose sur un dispositif que l’on désire refroidir e�cacement.
L’idée est d’augmenter la surface d’échange.

On peut voir des ailettes sur les radiateurs de la salle de cours, sur le radiateur
de la voiture, une casserole et son manche sont en fait deux ailettes, sur les
microprocesseurs (sur certains on met une plaque recouverte d’ailettes, ce qui
augmente donc la surface, mais en plus on place un petit ventilateur, ce qui
augmente le facteur d’échange)...

Dans la suite on se place en dimension 2, on peut généraliser de manière
immédiate à l’ailette axisymétrique. On peut aussi étendre au cas des ailettes
de section lentement variable.

Température 

imposée dans 

le métal
métal

air

flux de conduction

flux par échange convectif

a
L

0

Fig. 7 – une représentation schématique de l’ailette d longueur L0 et d’épaisseur
a.
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�
hT�ds = 0

fespace Vh2(Th,P2); !
Vh2 T,Tp; !!!
 !
// resolution      !
problem ailette(T,Tp)=!
   int2d(Th)(dx(T)*dx(Tp)+ dy(T)*dy(Tp))  // !
   + int1d(Th,1,2,3) (H*T*Tp)!
   + on(4,T=T0)  ;!
  !
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!
// geometrie  du rectangle!
real a=.1;!
real L0=1;!
// longueur L0, epaisseur a, a/L0<<1  !!
// definition des cotes Maillage!
border b(t=0,1) { x= t;          y = 0  ;        };!
border d(t=0,1) { x= L0;         y =a * t;      } ;!
border h(t=0,1) { x= L0*(1 - t); y = a  ;  };!
border g(t=0,1) { x= 0;          y =a * (1-t) ;   };!
int n=5;!
/* construction du maillage               */!
mesh Th = buildmesh(b(15*n)+d(n)+h(15*n)+g(n)); !
plot(Th,wait=1); !

b

d
h

g
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cd /Users/pyl/macintoshHD/DOKUMENTS/ENSEIGN/ENSTA/Emedia/conduc/ailette.media/F++ 

 ./FreeFem++-CoCoa aillette.edp 



Ailette, résolution par FreeFEM++

Dossier Ailette.media résolution par FreeFEM: ailette.edp le fichier FreeFem++

Eléments Finis (FreeFem++)Résolution Numérique Directe



// On veut resoudre par FreeFem++ :                                !
//                     d^2  T/dx^2 + d^2 T/dy^2 = 0!
// dans un rectangle fin ,    T impose=1 sur la face de gauche (notee 4),     sur les autres faces (notees 1,2,3) -k dT/dn = h T     !!
// geometrie  du rectangle longueur L0, epaisseur a, a/L0<<1!
real a=.1;!
real L0=1;!!
// definition des cotes Maillage!
border b(t=0,1) { x= t;          y = 0  ;        };!
border d(t=0,1) { x= L0;         y =a * t;      } ;!
border h(t=0,1) { x= L0*(1 - t); y = a  ;  };!
border g(t=0,1) { x= 0;          y =a * (1-t) ;   };!
int n=5;!
mesh Th = buildmesh(b(15*n)+d(n)+h(15*n)+g(n)); !
plot(Th,wait=1);!
fespace Vh2(Th,P2); !
Vh2 T,Tp; !!
//Temperature en entree!
real T0 =1; !
//Nombre de Biot: Bi = a h/k !
// c'est lui que l'on se donne car on veut jouer avec lui!
// normalement c'est h qui est donne.                                      !
real Bi=100;!
 !
// H coefficient d'echange reduit H=hL0/k:    donc H = h L0/k = Bi L0/a             !
// la longueur L/L0 est     (a/L0)*Bi^(-1/2) !
real H= Bi*L0/a;!
 !
// resolution      !
problem ailette(T,Tp)=!
   int2d(Th)(dx(T)*dx(Tp)+ dy(T)*dy(Tp)) !
   + int1d(Th,1,2,3) (H*T*Tp)!
   + on(4,T=T0)  ;!
  !
for(int i=0;i<7;i++)!
{!
   cout << "coef d echange H=" << H << "   Bi=" << Bi << " L/L0:=" << (a/L0)*Bi^(-1/2)  << endl ;!
   ailette;!
   plot(T,fill=1,cmm="H="+H + ", min=" + T[].min + ", max=" + T[].max,wait=1,viso=viso);!
   Bi=Bi/10;!
   H= Bi*L0/a;!
   !
{!
! ofstream gnu("plot.gp"); !
    int nx=50;!
for (int i=0;i<=nx;i++) !
{ !
! real x=i*1./nx;!
    gnu << x << " " << T(x,a/2) << endl; !
} !
} !
}





on retrouve bien pour les faibles Biot, que la 
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qu’elle est exponentielle
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2.6. Exemple de conduction stationnaire : L’ailette

A titre d’illustration, nous allons résoudre un problème très classique de
conduction stationnaire : l’ailette. Cet exemple est développé dans TOUS les
ouvrages de ”thermique” de par son caractère fondamental et simple. Il est
indispensable de bien l’avoir compris.
Nous l’examinerons ici avec l’optique de l’analyse phénoménologique (utilisation
de nombres sans dimensions et de petits paramètres). En fait outre son intérêt
pratique, c’est le problème fondamental qui a permis à Fourier de comprendre
la notion de chaleur. Il a donc d’abord résolu le problème stationnaire (1809),
puis seulement ensuite le problème instationnaire. Ce dernier, que nous voyons
en PC, est plus compliqué, il a nécessité l’invention des séries de Fourier (1811).

2.6.1 Dispositif de l’ailette

L’ailette (fin en anglais), comme son nom l’indique est un appendice en
métal que l’on dispose sur un dispositif que l’on désire refroidir e�cacement.
L’idée est d’augmenter la surface d’échange.

On peut voir des ailettes sur les radiateurs de la salle de cours, sur le radiateur
de la voiture, une casserole et son manche sont en fait deux ailettes, sur les
microprocesseurs (sur certains on met une plaque recouverte d’ailettes, ce qui
augmente donc la surface, mais en plus on place un petit ventilateur, ce qui
augmente le facteur d’échange)...

Dans la suite on se place en dimension 2, on peut généraliser de manière
immédiate à l’ailette axisymétrique. On peut aussi étendre au cas des ailettes
de section lentement variable.
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http://www.lmm.jussieu.fr/~lagree/SOURCES/Appliquette-JavaChal/AiletTest/index.html
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!
Dossier Ailette.CASTEM, résolution par CASTEM 2000: ailette.dgbi le fichier CASTEM!

!
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