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Etude d’une coulée de lave.

L’objet de ce probleme est I’étude tres simplifiée d’une coulée de lave le long d’une pente de volcan (figure
1, haut gauche). Le magma sort & la température T, il se refroidit tout seul dans I'air ambiant (en z > 0),
Pair est & la température ambiante T,,;. La figure 1 (bas gauche) représente cette coulée d’épaisseur h < L,
le front avance en fonction du temps (voir question 4. et figure 2 gauche), dans la question 1, on regarde
un détail (d’ou la loupe en bas a gauche de la figure 1) et on oublie le front et la source (figure 1 droite).
On note h I’épaisseur a la position donnée, et hg son ordre de grandeur, répétons qu’a la fin du probléeme
h varie avec = et ¢, mais au début du probleme h est supposé constant. La pente du volcan est supposée
constante d’inclinaison —6 (avec 6 > 0, la pente penche & droite). Pour ne pas confondre h, hy et le coef-
ficient d’échange, on note h. le coefficient d’échange par convection forcée entre la lave qui coule et I'air
extérieur. On suppose que 'on est en 2D plan, x le long de la pente, y perpendiculaire (invariance en z) :
7 = g(sin@ €, —cosf¢,). En y = h, la dérivée normale de la vitesse est nulle (pas de contrainte imposée
par Dair sur la lave), de plus, en y = h la pression est nulle (pression de référence : I’air). On va montrer
que I’écoulement est un demi Poiseuille dans tout le probleme.

Les parties sont assez indépendantes.
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FIGURE 1 — A gauche en haut le volcan Bromo & Java en Indonésie (source wiki media). Une coulée de
lave est un fluide incompressible Newtonien tres visqueux chaud refroidi par l'air extérieur, k p et u sont
supposés constants (on néglige la dépendance avec la température, et le changement de phase de la lave) en
premiere approximation. Le fluide initialement & la température Tp sort pour z > 0 dans un domaine a la
température Te.;. L’épaisseur caractéristique de la coulée est hg, elle est tres faible comparée a L.




Probléme établi loin du cratere et loin du front, vitesse

1.1 La coulée est invariante par translation loin de son origine et loin de son front, la hauteur h est constante,
elle est stationnaire, montrer que la vitesse transverse est nulle.

1.2 Montrer que la pression ne dépend que de y.

1.3 Montrer que le champ des vitesses est un ”"demi Poiseuille”.

1.4 Montrer que l'on peut écrire la vitesse sous la forme u = Kh*F(y/h), écrire judicieusement la fonction
sans dimension F, identifier K.

1.5 Intégrer sur I’épaisseur pour obtenir le débit @), quelle est son échelle ?

1.6 Ecrire la vitesse sous la forme u = % f(3) ou f est proportionnelle a F' de 1.4.

1.7 Ecrire u sans dimension : u = Upu.

1.8 Interpréter ’échelle de u comme un équilibre entre la force de pesanteur qui fait bouger le fluide et une
autre force que l'on interprétera.

1.9 Ecrire le nombre de Reynolds construit sur hg.

Le nombre de Reynolds est en fait petit car la lave est tres visqueuse, mais comme la couche est mince
on aura toujours, comme hg < L, le terme longitudinal du Laplacien qui va disparaitre.

Probleme loin du cratere, température

On suppose que la vitesse s’établit sur une distance assez courte & la vitesse précédente. On va estimer Lp
la longueur caractéristique de refroidissement.

2.1 Ecrire ’équation de la chaleur générale pour un fluide incompressible.

2.2 0npose T = Tep + (To — T. ext)T, le nombre d’Eckert sera supposé petit, et ’épaisseur caractéristique hg
de la coulée de lave est plus faible que la longueur caractéristique de refroidissement de la coulée, commentez
ces hypotheses.

2.3 Montrer que 1’on peut alors écrire (identifier «) :

‘lTJr—(—)‘lT_ T
ot T "Waz T Yoz

2.4 Le haut de la coulée est refroidi par lair, soit h. le coefficient d’échange (avec 'air en convection forcée),
le bas de la couche est supposé adiabatique. Commentez ces hypotheses.
2.5 En déduire % eny =0
2.6 En déduire (?9% eny =1
2.7 En déduire l'orde de grandeur de la distance de réchauffement par moindre dégénérescence.
2.8 En premiere approximation on suppose que T varie peu sur I'épaisseur : T(Z, ,1) ~ 0(Z, ) ; Intégrer 2.3
compte tenu de cette hypothese et de 2.5 et 2.6. en déduire (compte tenu de 2.7) le probleme sans dimension
(identifier ). ) .

00 + 8—? = -0

ot  0x



Evolution de la coulée en espace et en temps sur toute la longueur

Dans cette section, on va supposer que la hauteur A de la coulée varie en x et ¢ et on va établir sa forme
en fonction du temps. On repasse au probleme complet pour la vitesse, la pente du volcan est assez forte,
donc sinf = O(1)

3.1 Ecrire Navier Stokes sans dimension en utilisant les échelles L, hy et Uy des questions précédentes
3.2 Quelle est I’échelle de la vitesse transversale 7
3.3 Montrer que I’équation suivant x s’écrit :

0%u 9%u

ou ~_Ou _0Ou
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o
T(E_FU%‘FU@*@) = —W%+(SIHO+

3.4 Montrer que les termes dominants de I’équation transverse sont

op
0= (——== —cosf
( a5 cos )
3.5 Identifier r, v et 7.
3.6 La lave est tres visqueuse, r est tres petit, simplifier a hg < L. En déduire que les termes dominants de
Naviers Stokes sont simplement
ou  Ov ) 0%u op
%+8fg:06t0:(sm0+afgg) etO:(—a—g—cosﬂ)

Evolution de la coulée en espace et en temps, sur toute la longueur, solution approchée
similaire

Nous allons utiliser les ordres de grandeur précédents pour simplifier les équations comme en 3. Nous
allons proposer une solution du systéeme 3. Pour faire comme les géophysiciens, nous repassons en dimension

sur le systeme 3 (en fait cela n’a aucune importance car nous ne gardons que les termes principaux par
Moindre Dégénérescence).

Une éruption relache une quantité finie de matiere au voisinage de x = 0. La coulée de lave s’effectue sur
la pente 6 et soit h(x,t) son épaisseur. Soit x(t) la position de son front. La quantité de lave qui a coulé
est telle que fgj " h(x,t)dx est constant. En prenant I'incompressibilité, la regle de dérivation des intégrales
dont les bornes varient en z (régle de Leibnitz) et le fait que la vitesse en haut de la couche vérifie

v(z,y = h(z,t),t) = 88—? +u(x,y = h($,t),t)%
on peut montrer que l'incompressibilité devient
oh 0Q) B h(,t)
T + o 0, avec Q —/0 u(x,y,t)dt

en négligeant l'inertie, I’équation de Navier Stokes se réduit a (c’est ce que nous avons montré plus haut)

9%u

0=pgsin9+/i67y2
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4.1 En supposant que u est toujours de la forme de la question 1.6, u =
de ¢t montrer que l'on peut trouver une équation pour h(z,t) de la forme
Oh 22 _ g
ot ox
4.2 Montrer que cette équation associée a la conservation de la quantité de lave qui a coulé admet une
solution auto semblable de la forme h(z,t) =t~ “H(x/t%).
4.3 Résoudre, montrer que I'on a la forme implicite

f(#), méme si h dépend de z et

4.4 Comme H(0) = 0 en déduire h(x,t) et xf(t).
4.5 Tracer h(z,t) en fonction de x pour différents temps ¢
4.6 Compte tenu de 2.8 et des approximations, montrer que I’équation de la chaleur est de la forme approchée :

or  Qor __ I
ot  hox pcph

4.7 Résoudre aux temps grands 1’équation de la chaleur.
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FIGURE 2 — Gauche haut, rappel de la coupe montrant le volcan 2D avec sa coulée sur la pente, en bas

la coulée, a droite tracé a t=100,200,300...1500 de t*h(z,t) en fonction de z/t* obtenu par simulation

numérique de I’équation % — khzg—g = 0, les courbes se superposent pour ¢t — oo.
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Correction

1. Par invariance en = de I'incompressibilité on a facilement v = 0, puis dans I’équation transverse, la pression
est hydrostatique (elle vaut 0 & la surface libre par convention) :

p = pg(ho — y) cos .

On passe a I’équation longitudinale, il ne reste alors que 0 = pgsinf + ,u%, qui s’integre, sachant que

l’adhérence donne u(0) = 0 et la condition de contrainte libre en y = h donne %Q—y"(h) =0,ona:

_gsinbhg y  y*
uly) = G~ o)

de la forme Kh3F(y/hg), avec K = @ On integre sur ’épaisseur,

0= /hO wdy = gsin@hg.
0 3v

On remarque que ’on peut écrire au final

Q n
uly) = £3F(y/h) avec F(y) = (1 - 1)
Manifestement la dominant balance de cet écoulement est que les forces de pesanteur sont équilibrées par
les forces de frottement. Uy = gh?/3/v=pesanteur/viscosité.
Le Reynolds : Re = hoUp/v « Flux/viscosité
o°T

2. Equation de la chaleur, on néglige Eckert on néglige 5.5 comme toujours, car hg < L on trouve alors

@+ —(—)@ _ L ﬂ
ot ~ "Wz T PrRehg 052

La longueur d’entrée Lt = PrRehg
le flux en haut en y = hg

oT
—k— = h (T — T,y
5y = hell = Ten)
sans dimension oF
— = —(heho/ENT
57 = ~(heho/B)(T)

avec Bi = (heho/k) le fond est supposé adiabatique % =0

I’équation de la chaleur, moyennée sur la hauteur foh dy comme la température est supposée constante
en y (la température varie peu sur la hauteur, compatible avec adiabatique et un échange supposé faible en
haut), et comme fol u(y)dy = 1, donc % + fol ﬂ(g)dﬂ% = g—ig]é fait apparaitre ces deux flux, on a donc bien



3. Retour sur la vitesse

ho, Ou _du _du,  Op hy, Op , 0%,  h3 0%u
fRe(ﬁ%—u%—kva—g)— p—Ungeﬁ—i-(sm9+a—g2)+ﬁ@
bla bla h ou ou ou op h op 0% h% 0%
M0 po Y Y 59y P o OP ' gy oo
LR€(85+u83’c+v8gj) pUgLR6833+(SIHQ+8g2>+L28532

mais aussi r = UZ/(gL); m = 6p/(poLg); v = Z—é
4. Les équations de NS @Q = gsin6h3/(3v) et, la masse devient
(Z—? +gsin9/(3l/)%h3 =0
de la forme proposée
par changement d’échelle, I'invariance par dilatation donne H/T = H?/X, la masse conservée donne
HX =1, ce qui permet de trouver H = T-1/3 et X = T'/3 donc une solution de la forme ¢t~ 1/3H (z/t'/3)
soit
—i7H' () — H(n) + 3kH(n)*H'(n) = 0
si H(0) = Ho
(—nH(n) + kH(n)®) = kH
on a la forme implicite
0= k() - )
H(n)
Dans Huppert, on part d’une masse localisée entre xq et x1, donc Hy = 0 n = kH(n)?, simplement, on
va avoir

H(n) =+/(n)/k,
la solution de 9 9 . on
0 22t
ot k@wh ox 0

est simplement pour x < xy

h=t"13/(x)t=1/3) [k = \/Z

On se donne une masse initiale A = [;* h(z, 0)dz qui se déplace entre z ¢t, position du front et 0 le front
arriere qui ne bouge pas, la masse est donc ultérieurement

/0 Y \/de — (2/3)\/7%/ (k)

: . . 2
qui est A par conservation de la masse soit x; = (%)1/ 3

savageHutterJFEMS&9.pdf

solution page 104

voir aussi Cjhanson99 p342

ancey.pdf J. Non-Newtonian Fluid Mech. 142 (2007) 4-35 Plasticity and geophysical flows : A review

Whitham ebooksclub.org__Linear_and_Nonlinear_Waves__Pure_and_Applied_Mathematics_.pdf
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F1GurE 3 — Plot at t=100,200,300...1500 of h(z,t) with Basilisk.

/

hmax(t) ——
0.737327856979917 1A(113) ———

FIGURE 4 — x4, as function of time, Ay, fonction of time
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FIGURE 5 — Plot at t=100,200,300...1500 of t'/3h(z/t'/3 1)
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