
 

DIRECTION DE LA FORMATION ET DE LA  RECHERCHE 

GUIDE PRATIQUE DE L’ENSEIGNANT 

VACATAIRE 
 

 

Ce guide pratique de l’enseignant vacataire vise à fournir aux enseignants vacataires de l'ENSTA un certain nombre 

d'informations dont la connaissance est importante pour le bon déroulement des enseignements. En en prenant connaissance et  

en observant les consignes qui y sont données - et, autant que possible expliquées -, vous permettrez que votre intervention à 

l'ENSTA s'effectue dans les meilleures conditions, et vous nous témoignerez une adhésion appréciée au projet pédagogique 

global de l'ENSTA. 

I. Chronologie d’un enseignement à l’ENSTA 

A- Avant le démarrage des cours  
Fiche d'objectifs  (concerne le professeur chargé du cours) : à l'invitation de la Direction de la Formation et de la 

Recherche (DFR),  chaque professeur chargé de cours fournit à l'ENSTA une proposition d'équipe enseignante et de 

programmation détaillée pour son cours. Cette proposition est fournie sous la forme d'une fiche d'objectifs à remplir via un 

formulaire en ligne sur le portail internet ouvert à l’intention des enseignants vacataires de l’ENSTA (l’accès se fait à l’aide 

d’un identifiant et d’un mot de passe communiqués par l’école). La fiche d'objectifs permet également de réserver les 

principaux moyens nécessaires pour le cours (salle informatique, moyens audiovisuels...) Une partie des informations de la 

fiche alimente automatiquement la page bilingue qui est publiée sur internet pour chaque cours ainsi que les divers catalogues 

et livrets d’enseignements édités par l’ENSTA. Il importe donc de rédiger avec soin les rubriques d’informations générales 

(titre, objectifs, mots-clés) en français et en anglais.  

L'ENSTA confirme alors par un courrier qu'elle passe commande pour l'enseignement concerné.  

 

Demandes de moyens particuliers : pour des cours nécessitant une définition des moyens audiovisuels ou informatiques plus 

précise que celle fournie dans la fiche d'objectifs (notamment logiciels ou systèmes d'exploitation particuliers), les besoins 

pourront être exprimés par e-mail aux adresses suivantes : tdinfo@ensta.fr pour les moyens informatiques,    Maudio@ensta.fr 

pour les moyens audiovisuels. Nous vous remercions de prendre rendez-vous et d'apporter votre collaboration au service 

concerné de manière à ce que le bon fonctionnement des matériels ou logiciels dans l'environnement de l'ENSTA puisse être 

vérifié au moins une semaine avant le cours concerné. Aucune demande formulée le jour même de l'enseignement ne 

sera prise en considération. 

 

Documents de cours et polycopiés : Les documents de cours destinés à être reproduits par le service édition de l’ENSTA et 

distribués aux élèves doivent être fournis aux conseillers des études de l'année concernée (sous forme électronique ou papier) 

au plus tard une semaine avant les séances de cours correspondantes (quinze jours avant le premier cours dans le cas d'un 

polycopié couvrant l'ensemble des séances). Aucune copie ne sera réalisée le jour où se déroule le cours. Ces documents 

doivent nécessairement être identifiés par le nom et sigle du cours et le nom de l'auteur. La date à laquelle ils doivent être 

distribués doit être mentionnée par écrit lors de leur remise. Le nombre d’exemplaires à reproduire ne saurait être supérieur au 

nombre d’élèves inscrits au cours correspondant  augmenté du nombre d’enseignants intervenant dans ce cours. 

Les types de documents à utiliser sont laissés à l'appréciation de l'enseignant chargé du cours, en concertation avec le 

responsable du module auquel se rattache le cours le cas échéant. Ils doivent comporter des références bibliographiques aux 

ouvrages et articles de référence du sujet traité. Dans tous les cas les documents devront pouvoir être ultérieurement utilisés et 

reproduits par l'ENSTA pour la satisfaction de ses besoins d'enseignement. 

Attention : ces documents doivent être fournis chaque année. Nous attirons l’attention des enseignants qui interviennent 

plusieurs années consécutives qu’il n’y a pas de reconduction « tacite » de l’édition des documents !  
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Transferts Thermiques dans les Fluides

Étude d’une coulée de lave.
L’objet de ce problème est l’étude très simplifiée d’une coulée de lave le long d’une pente de volcan (figure
1, haut gauche). Le magma sort à la température T0, il se refroidit tout seul dans l’air ambiant (en x > 0),
l’air est à la température ambiante Text. La figure 1 (bas gauche) représente cette coulée d’épaisseur h� L,
le front avance en fonction du temps (voir question 4. et figure 2 gauche), dans la question 1, on regarde
un détail (d’où la loupe en bas à gauche de la figure 1) et on oublie le front et la source (figure 1 droite).
On note h l’épaisseur à la position donnée, et h0 son ordre de grandeur, répétons qu’à la fin du problème
h varie avec x et t, mais au début du problème h est supposé constant. La pente du volcan est supposée
constante d’inclinaison −θ (avec θ > 0, la pente penche à droite). Pour ne pas confondre h, h0 et le coef-
ficient d’échange, on note he le coefficient d’échange par convection forcée entre la lave qui coule et l’air
extérieur. On suppose que l’on est en 2D plan, x le long de la pente, y perpendiculaire (invariance en z) :
−→g = g(sin θ−→e x − cos θ−→e y). En y = h, la dérivée normale de la vitesse est nulle (pas de contrainte imposée
par l’air sur la lave), de plus, en y = h la pression est nulle (pression de référence : l’air). On va montrer
que l’écoulement est un demi Poiseuille dans tout le problème.

Les parties sont assez indépendantes.

volcan
vent

coulée de lave

x

−→g

Text

air

lave

roche h

θ

Figure 1 – A gauche en haut le volcan Bromo à Java en Indonésie (source wiki media). Une coulée de
lave est un fluide incompressible Newtonien très visqueux chaud refroidi par l’air extérieur, k ρ et µ sont
supposés constants (on néglige la dépendance avec la température, et le changement de phase de la lave) en
première approximation. Le fluide initialement à la température T0 sort pour x > 0 dans un domaine à la
température Text. L’épaisseur caractéristique de la coulée est h0, elle est très faible comparée à L.
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Problème établi loin du cratère et loin du front, vitesse

1.1 La coulée est invariante par translation loin de son origine et loin de son front, la hauteur h est constante,
elle est stationnaire, montrer que la vitesse transverse est nulle.
1.2 Montrer que la pression ne dépend que de y.
1.3 Montrer que le champ des vitesses est un ”demi Poiseuille”.
1.4 Montrer que l’on peut écrire la vitesse sous la forme u = Kh2F (y/h), écrire judicieusement la fonction
sans dimension F , identifier K.
1.5 Intégrer sur l’épaisseur pour obtenir le débit Q, quelle est son échelle ?
1.6 Ecrire la vitesse sous la forme u = Q

h f( yh) où f est proportionnelle à F de 1.4.
1.7 Ecrire u sans dimension : u = U0ū.
1.8 Interpréter l’échelle de u comme un équilibre entre la force de pesanteur qui fait bouger le fluide et une
autre force que l’on interprétera.
1.9 Ecrire le nombre de Reynolds construit sur h0.

Le nombre de Reynolds est en fait petit car la lave est très visqueuse, mais comme la couche est mince
on aura toujours, comme h0 � L, le terme longitudinal du Laplacien qui va disparâıtre.

Problème loin du cratère, température

On suppose que la vitesse s’établit sur une distance assez courte à la vitesse précédente. On va estimer LT
la longueur caractéristique de refroidissement.
2.1 Ecrire l’équation de la chaleur générale pour un fluide incompressible.
2.2 On pose T = Text + (T0−Text)T̄ , le nombre d’Eckert sera supposé petit, et l’épaisseur caractéristique h0

de la coulée de lave est plus faible que la longueur caractéristique de refroidissement de la coulée, commentez
ces hypothèses.
2.3 Montrer que l’on peut alors écrire (identifier α) :

∂T̄

∂t̄
+ ū(ȳ)

∂T̄

∂x̄
= α

∂2T̄

∂ȳ2

2.4 Le haut de la coulée est refroidi par l’air, soit he le coefficient d’échange (avec l’air en convection forcée),
le bas de la couche est supposé adiabatique. Commentez ces hypothèses.
2.5 En déduire ∂T̄

∂ȳ en ȳ = 0

2.6 En déduire ∂T̄
∂ȳ en ȳ = 1

2.7 En déduire l’orde de grandeur de la distance de réchauffement par moindre dégénérescence.
2.8 En première approximation on suppose que T̄ varie peu sur l’épaisseur : T̄ (x̄, ȳ, t̄) ' θ̄(x̄, t̄) ; Intégrer 2.3
compte tenu de cette hypothèse et de 2.5 et 2.6. en déduire (compte tenu de 2.7) le problème sans dimension
(identifier β).

∂θ̄

∂t̄
+
∂θ̄

∂x̄
= −βθ̄
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Evolution de la coulée en espace et en temps sur toute la longueur

Dans cette section, on va supposer que la hauteur h de la coulée varie en x et t et on va établir sa forme
en fonction du temps. On repasse au problème complet pour la vitesse, la pente du volcan est assez forte,
donc sin θ = O(1)
3.1 Ecrire Navier Stokes sans dimension en utilisant les échelles L, h0 et U0 des questions précédentes
3.2 Quelle est l’échelle de la vitesse transversale ?
3.3 Montrer que l’équation suivant x̄ s’écrit :

r(
∂ū

∂t̄
+ ū

∂ū

∂x̄
+ v̄

∂ū

∂ȳ
) = −π ∂p̄

∂x̄
+ (sin θ +

∂2ū

∂ȳ2
) + γ

∂2ū

∂x̄2

3.4 Montrer que les termes dominants de l’équation transverse sont

0 = (−∂p̄
∂ȳ
− cos θ)

3.5 Identifier r, γ et π.
3.6 La lave est très visqueuse, r est très petit, simplifier à h0 � L. En déduire que les termes dominants de
Naviers Stokes sont simplement

∂ū

∂x̄
+
∂v̄

∂ȳ
= 0 et 0 = (sin θ +

∂2ū

∂ȳ2
) et 0 = (−∂p̄

∂ȳ
− cos θ)

Evolution de la coulée en espace et en temps, sur toute la longueur, solution approchée
similaire

Nous allons utiliser les ordres de grandeur précédents pour simplifier les équations comme en 3. Nous
allons proposer une solution du système 3. Pour faire comme les géophysiciens, nous repassons en dimension
sur le système 3 (en fait cela n’a aucune importance car nous ne gardons que les termes principaux par
Moindre Dégénérescence).

Une éruption relâche une quantité finie de matière au voisinage de x = 0. La coulée de lave s’effectue sur
la pente θ et soit h(x, t) son épaisseur. Soit xf (t) la position de son front. La quantité de lave qui a coulé
est telle que

∫ xf
0 h(x, t)dx est constant. En prenant l’incompressibilité, la règle de dérivation des intégrales

dont les bornes varient en x (règle de Leibnitz) et le fait que la vitesse en haut de la couche vérifie

v(x, y = h(x, t), t) =
∂h

∂t
+ u(x, y = h(x, t), t)

∂h

∂x

on peut montrer que l’incompressibilité devient

∂h

∂t
+
∂(Q)

∂x
= 0, avec Q =

∫ h(x,t)

0
u(x, y, t)dt

en négligeant l’inertie, l’équation de Navier Stokes se réduit à (c’est ce que nous avons montré plus haut)

0 = ρg sin θ + µ
∂2u

∂y2
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4.1 En supposant que u est toujours de la forme de la question 1.6, u = Q
h f( yh), même si h dépend de x et

de t montrer que l’on peut trouver une équation pour h(x, t) de la forme

∂h

∂t
+ kh2∂h

∂x
= 0

4.2 Montrer que cette équation associée à la conservation de la quantité de lave qui a coulé admet une
solution auto semblable de la forme h(x, t) = t−αH(x/tα).
4.3 Résoudre, montrer que l’on a la forme implicite

η = k(H(η)2 − H(0)3

H(η)
)

4.4 Comme H(0) = 0 en déduire h(x, t) et xf (t).
4.5 Tracer h(x, t) en fonction de x pour différents temps t
4.6 Compte tenu de 2.8 et des approximations, montrer que l’équation de la chaleur est de la forme approchée :

∂T

∂t
+
Q

h

∂T

∂x
= − he

ρcph
(T − Text)

4.7 Résoudre aux temps grands l’équation de la chaleur.

x

−→g

Text

air

laveroche

θ h(x, t)

volcan

coulée de lave
H(η) = h(x, t)tα

t �
xf

η = x/tα

Figure 2 – Gauche haut, rappel de la coupe montrant le volcan 2D avec sa coulée sur la pente, en bas
la coulée, à droite tracé à t=100,200,300...1500 de tαh(x, t) en fonction de x/tα obtenu par simulation
numérique de l’équation ∂h

∂t − kh2 ∂h
∂x = 0, les courbes se superposent pour t→∞.

Bibliographie
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Correction

1. Par invariance en x de l’incompressibilité on a facilement v = 0, puis dans l’équation transverse, la pression
est hydrostatique (elle vaut 0 à la surface libre par convention) :

p = ρg(h0 − y) cos θ.

On passe à l’équation longitudinale, il ne reste alors que 0 = ρg sin θ + µ∂
2u
∂y2

, qui s’intègre, sachant que

l’adhérence donne u(0) = 0 et la condition de contrainte libre en y = h donne ∂2u
∂y (h) = 0, on a :

u(y) =
g sin θh2

0

ν
(
y

h0
− y2

2h2
0

),

de la forme Kh2
0F (y/h0), avec K = g sin θ

ν On intègre sur l’épaisseur,

Q =

∫ h0

0
udy =

g sin θh3
0

3ν
.

On remarque que l’on peut écrire au final

u(y) =
Q

h
3F (y/h) avec F (η) = η(1− η

2
)

Manifestement la dominant balance de cet écoulement est que les forces de pesanteur sont équilibrées par
les forces de frottement. U0 = gh2

0/3/ν=pesanteur/viscosité.
Le Reynolds : Re = h0U0/ν ∝ Flux/viscosité

2. Equation de la chaleur, on néglige Eckert on néglige ∂2T
∂x2

comme toujours, car h0 � LT on trouve alors

∂T̄

∂t̄
+ ū(ȳ)

∂T̄

∂x̄
=

LT
PrReh0

∂2T̄

∂ȳ2

La longueur d’entrée LT = PrReh0

le flux en haut en y = h0

−k∂T
∂y

= he(T − Text)

sans dimension
∂T̄

∂ȳ
= −(heh0/k)(T̄ )

avec Bi = (heh0/k) le fond est supposé adiabatique ∂T̄
∂ȳ = 0

l’équation de la chaleur, moyennée sur la hauteur
∫ h
0 dy comme la température est supposée constante

en y (la température varie peu sur la hauteur, compatible avec adiabatique et un échange supposé faible en

haut), et comme
∫ 1

0 ū(ȳ)dȳ = 1, donc ∂T̄
∂t̄ +

∫ 1
0 ū(ȳ)dȳ ∂T̄∂x̄ = ∂T̄

∂ȳ ]10 fait apparâıtre ces deux flux, on a donc bien

∂θ̄

∂t̄
+
∂θ̄

∂x̄
= −Biθ̄
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3. Retour sur la vitesse

h0

L
Re(

∂ū

∂t̄
+ ū

∂ū

∂x̄
+ v̄

∂ū

∂ȳ
) = − δp

ρU2
0

h0

L
Re

∂p̄

∂x̄
+ (sin θ +

∂2ū

∂ȳ2
) +

h2
0

L2

∂2ū

∂x̄2

bla bla
h0

L
Re(

∂ū

∂t̄
+ ū

∂ū

∂x̄
+ v̄

∂ū

∂ȳ
) = − δp

ρU2
0

h0

L
Re

∂p̄

∂x̄
+ (sin θ +

∂2ū

∂ȳ2
) +

h2
0

L2

∂2ū

∂x̄2

mais aussi r = U2
0 /(gL) ; π = δp/(ρ0Lg) ; γ =

h20
L2 .

4. Les équations de NS Q = g sin θh3/(3ν) et, la masse devient

∂h

∂t
+ g sin θ/(3ν)

∂

∂x
h3 = 0

de la forme proposée
par changement d’échelle, l’invariance par dilatation donne H/T = H3/X, la masse conservée donne

HX = 1, ce qui permet de trouver H = T−1/3 et X = T 1/3 donc une solution de la forme t−1/3H(x/t1/3)
soit

−ηH′(η)−H(η) + 3kH(η)2H′(η) = 0

si H(0) = H0

(−ηH(η) + kH(η)3) = kH3
0

on a la forme implicite

η = k(H(η)2 − H3
0

H(η)
)

Dans Huppert, on part d’une masse localisée entre x0 et x1, donc H0 = 0 η = kH(η)2, simplement, on
va avoir

H(η) =
√

(η)/k,

la solution de
∂h

∂t
− k ∂

∂x
h2∂h

∂x
= 0

est simplement pour x < xf

h = t−1/3
√

(x)t−1/3)/k =

√
x

kt

On se donne une masse initiale A =
∫ x1

0 h(x, 0)dx qui se déplace entre xf t, position du front et 0 le front
arrière qui ne bouge pas, la masse est donc ultérieurement∫ xf

0

√
x

kt
dx = (2/3)

√
x3
f/(kt)

qui est A par conservation de la masse soit xf = (9A2kt
4 )1/3

savageHutterJFM89.pdf
solution page 104
voir aussi Cjhanson99 p342
ancey.pdf J. Non-Newtonian Fluid Mech. 142 (2007) 4–35 Plasticity and geophysical flows : A review

Whitham ebooksclub.org__Linear_and_Nonlinear_Waves__Pure_and_Applied_Mathematics_.pdf
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Figure 3 – Plot at t=100,200,300...1500 of h(x, t) with Basilisk.

Figure 4 – xmax as function of time, hmax fonction of time
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Figure 5 – Plot at t=100,200,300...1500 of t1/3h(x/t1/3, t) with Basilisk.
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