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L'objet de cette P.C. est de constater la complexité des écoulements compressibles. Le probleme
étudié est celui de laplague plane sansincidence suivie d'un diedre, nous allons voir que I'on peut
simplifier les équations pour comprendre le phénomene mystérieux de l'interaction libre qui mene a
la séparation de la couche limite. Si ce dispositif représente une aile d'avion supersonique, ce
phénomene provogue aors une perte d'efficacité de la gouverne.

Le mystére est le suivant: alors que I'on pense que toutes les perturbations sont emmenées par le
flot, en réaité il n'en est rien, des perturbations peuvent remonter le courant et faire sentir
I'influence de la gouverne bien avant sa position. Plus incroyable encore, la forme de |'écoulement
est en fait indépendante de la forme de la perturbation en aval (gouverne, choc, marche...). On va
montrer, en remettant en cause la description classique de Fluide Parfait/ Couche Limite, que I'on
peut trouver lanaissance de cette interaction qui est de forme exponentielle.

En effet, ce phénomene montre en fait que la description classique ou le Fluide Parfait fait se
développer la Couche Limite tombe en défaut. Le bon schéma est une description en interaction
forte ou la couche limite et le fluide parfait interagissent I'un et |'autre.

On rappelle les équations de Navier Stokes en écoulement compressible stationnaire 2D, laminaire.
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Pour poursuivre on se donne la dépendance de men fonctl ondeT et on suppose que I air est un gaz
parfait (p=rr T), cp=gc,=0r/(g+1):



PPy =(r T)/(r ¥ Ty).
Ces équations sont particuliérement compliquées. Nous les simplifions en décomposant en deux
domaines: la région de fluide parfait et la région de couche limite. Il sagit pour l'instant de la
démarche classique.

1. partie" FLUIDE parfait”

1.1 Enposant u=Uy 0, v=Uy V, Xx=L X, y=L y, meny M. p = py p. Montrer que s on fait tendre
le nombre de Reynolds Ry vers|'¥, on retrouve les équations d'Euler; on rappelle que le nombre
deMach est My2 = (r yUy2)/(gpy).

1.2. Linéarisation de I'écoulement, on suppose que la pente du profil de l'aile est faible (disons
d'ordre €) en posant:

G=1+el; V=eV; p=l+epy [ =1l+efq f(X)=elf(x),

en déduire que lasolution est delaforme py = - gMy 20y = 9M7¥2 f'(x - yO(My2-1))
QMy2-1)

On voit donc bien que si 1'on se donne un profil f(x), sa pente (f'(x)) sera transportée le long des

caractéristiques qui sont les droitesy = x /Q(My2-1) + cste.

On et ici a nombre de Mach modéré, pour un nombre plus élevé, il faut utiliser une autre théorie

(cf. PC derévision). On dispose actuellement de codes performants en Euler compressible 3D non

linéaire, cependant lathéorie linéarisée permet de bien comprendre ce qui se passe.

2. partie " couche limite"
Les conditions aux limites pour la vitesse ne sont plus satisfaites, il faut donc examiner ce qui se
passe pres de la paroi en changeant d'échelle pour mieux voir. Nous allons exploiter le fait que les
variations en x sont lentes mais en revanche les variation en y prés de la paroi sont tres rapides et se
produisent sur une échelle d<<L. En posant:

u=Uy O,v=Vy V, r=ryr, T=TyT, x=L X, y=dYy,
trouver par moindre dégénérescence les jauges inconnues.

2. 1 En déduire que les termes dominants des E.N.S. sont (on enléve les tildes et on est sans
dimensions) (Ie nombre de Prandtl est pose d'ordre un, cp constant) a lI'échelle d, h est I'enthalpie

"normale";
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L es équations turbul entes associ ées sont du méme genre, mais avec des barres au dessus. Attention
on néglige certaines corrélations triples:
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X Ix 1\ Ty

Lefrottement seraadorst = m Eu -r<u'v'>
y

2.2 Etablir comment sécrit de maniére intégrale I'équation de conservation de lamasse.

2.3 Si on met en oeuvre une méthode intégrale, on admet que |'on trouve
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Vérifier toutefois la cohérence avec le cas incompressible classique.

3.le paradoxe de I'influence amont (supersonique)
En supersonique, on observe, en amont de |'endroit ou la perturbation a été créée la déflexion des
lignes de courant: ceci devrait étre impossible car les éguations sont paraboliques dans la couche
limite et hyperboliques dans le fluide parfait. Montrer a partir des équations précédentes que des
solutions perturbées en exp(Kx) peuvent exister.

4. méthodes pratiques:
- Equations PN'S "Parabolized Navier Stokes'. Les équations PNS consistent & enlever les termes

de dérivée longitudinale dans les équations.
- Equations|BL "Intertacting Boundary Layer Theory" consistent afaire la décomposition couche

limite fluide parfait.
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On congtate que des interactions différentes ont laméme loi de similitude.



Correction PC 6 Ecoulement super sonique sur un diédre, "interaction libre"

Toutes les équations sont couplées: on ne peux plus supposer |'écoulement connu puis résoudre
I'éguation de la chaleur. On commence cependant par faire disparaitre les termes visqueux dont
I'ordre de grandeur est 1/Re.

Equation de I'énergie, on sait que:

r% (e%uz) + Ne(g-su)=0, F% (U) + Ne(-s)=0, s=-p 1 + 1 Ne(u) + 2mD, | =-(2/3)m
r de/dt= (-p Nxu+ t:D ) - Nxq , compte tenu de I'incompressibilité -r -d(r )/dt = Nxu et de la
définition de l'enthalpie; e + p(r -1) = h et I'enthalpie totale H:h%gz.

1°) Fluide parfait. Lalinéarisation des équations de fluide parfait adimensionnées donne
0=1+ely1+..Vv=evi+.. p=l+epp+..7 =1+eriq+..
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On reconnait une équation d'onde de solution classique:
_ - P1=F(X - yAMy2-1)) + G(X + yq(My2-1)) _ _

il faut prendre les solutions qui séloignent de la paroi car c'est de la paroi que viennent les
v1(X, €f (X))
1+ e 0y(X,6f(X))
tangente a la surface) se linéarise au premier ordre en e en v1(X ,0) = f'()‘(). C'est le fameux
aplatissement des conditions aux limites. Le profil est aplati en y=0 et se traduit par une vitesse

normale de transpiration. Donc :2)_(\71 =-g IMy-2 :gypl donne:

perturbations. Sur la paroi, le glissement de la vitesse = f'()‘() (la vitesse est

OMy2-1) F( %) = gVIy 2"
Lorsquil n'y a pas de perturbations qui viennent de I'amont la variation de pression est liée a la
pente du profil.
My2 o
———— f'(X - My2-1
a7 IOM>1)
Comme in = - g My~ 2 p; on en déduit |a vitesse de glissement sur la paroi qui serala vitesse en
lisiére de couche limite:

pu(x,y) =

Ue=1- ———— F(x)

QAMy2-1)
2.1 Couchelimite
Pour annuler sur la paroi la vitesse de glissement ue que l'on vient de calculer il faut introduire une
couche limite. On fait ladémarche classique, on trouve les mémes équations qu'en incompressible,

maisavec ler en plus et on les écrit avec I'enthalpie. Attention mdans les équations de |'énoncé est
adimensionné avec ny, et il dépend de la température (ainsi quer et T...), on a écrit ‘T':T/T¥,



FI‘FH'II’W, Laraison pour laguelle on choisit Ty comme jauge de température provient du caractére
multiplicatif introduit par la loi d'état. C'est en fait le choit usuel, la température de paroi est

‘T’W:TW/T¥, Fm, est lavaleur de ﬁ]pour 1~'W. Laloi de Fourier est auss adimensionnée. On enleve
ensuite tous les ~ dans les équations... Elles sont donc implicitement sans dimensions.

On noter ¢ ladensité de glissement. Bien entendu |ajauge d'épaisseur de couche limite est Re'l/2,
Leterme en udp/dx est normalement ufixp +viyp, Typ=0 mais dans la couche limite. Ce terme
provient de I'écriture de I'énergie: rde/dt= (-p Nxu+ t:D ) - Nxq , compte tenu de

I'incompressibilité -r -1d(r )/dt = Nxu et de ladéfinition de I'enthalpie: e + p(r -1) = h.
L es équations turbulentes associées sont du méme genre, mais avec des barres au dessus (!). Les
théories les plus ssmples de turbulence compressible sont calquées sur la démarche incompressible.

2.2 Equation intégrale de conservation de la masse,

On écrit ﬂ—r V=- E(r U-relg + E(r elg) donc en supposant que Y ne dépend pas de x. On
X X

Ty
peut remplacer ﬂ—(r elg) par dg(r elg) Ce qui donne:
x X
Y
VY = 1 rate §(1- "L ay) + Y S ai.
fix 8 I ele dx

Lorsque Y devient assez grand, I'intégrale converge vers di, et par le raccord de densité r tend

versr e On obtient ainsi le comportement de la vitesse transverse pour Y, en remplacant Y par y la
valeur courante et grande:

V) ~ (i) - (T e,
cette vitesse se raccorde ensuite exactement a la vitesse de fluide parfait pour y ->¥ |, (avec la
relation ¥ = Re'V2y, x=x). Auparavant il faut |'écrire avec lajauge Re'V/2:
Rel2r ev(y) ~ Rel/2 d—cj((dlr elg) - yRe'l/2 d%(r eg).
Or lavitesse transverse de fluide parfait a pour développement de Taylor:

F(x, ¥ )V(x, ¥) =7 (x,0) V(x,0) + )7111_ (F (x,0) V(x,0)) + ...
y

mais comme (111_r v)(x,0)= - E(F 0)(x,0) = - d—cj(r elg, le vral raccord asymptotique est que lalimite
y X

de ReV2r v(y) pour y tendant versl'infini est lalimiteder (x, ¥ )¥(x, ¥) pour ¥ tendant vers O.
On en déduit que I'épaississement de |'épaisseur de couche limite se traduit par la vitesse de
transpiration pour le fluide parfait:

" (x,0) 9(x,0)= Re'2 (car oig

cette vitesse de transpiration provoque en fait un effet de second ordre de couche limite. On
interpréte cette relation en disant que le fluide parfait est perturbé a l'ordre ReV2  par

I'épai ssissement de la couche limite caractérisé par ds.
2.3 Les équations ressemblent formellement & celles de I'incompressible...

3. Paradoxe de I'influence aval/amont (ou interaction libre)



Sur lesimages fournies on voit que la couche limite commence aréagir avant que la perturbation ne
soit atteinte (bien entendu, dans le cas de la premiére photo, on voit une onde incidente qui se

développe selon x + yQ(My2-1) taper la paroi, mais |la perturbation remonte le point d'impact),
Ceci ne peut se comprendre dans le cadreinitia de lathéorie de fluide parfait couche limite...

4bolique

parabolique

Il faut en fait maintenant autoriser les perturbations d'ordre Re-l/2 venant de |'épaississement de

|'épaisseur de couche limite rétroagir. Laparoi n'est plus (f(x)) mais (f(x+ Re'L2 (dy)). Il sagit du
couplage fort.
L es équations de couche limite intégrale en couplage fort (Interacting Boundary Layer) sont les
équations "classiques’:
d d du 1
L () (@tH-M) | ek = (72 (M

d Dy do o A
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mais avec la condition de raccord qui tient compte de |'épaississement de |'épaisseur de
déplacement.

_ 1 -, o d
Ue=1- m (f'(x) + Re'l/2 &(dl))

Ces équations sont un mélange d'ordres de grandeur, dans |'expression de ue des termes en r ¢ et
: . C. s . .. d -
Ue devraient apparaitre associés alavitesse de transpiration &(dlr elg), on les néglige...

Nous montronsici que les égquations coupl ées fortement permettent de faire apparaitre des solutions
en exponentielle croissante. || sagit de solutions propres (au sens des valeurs propres) d'ou le
terme interaction libre évoquant |a nai ssance spontanée des perturbations. La couche limite donne si

on suppose que dig est la solution de plague plane qui varie lentement en x (en fait en x1/2), [a ol
la perturbation démarre di~d1g mais ddy/dx>>dd1o/dx:

4@ - (89 @H-md 3 P 0)

soit alalouche: lesvariations de di sont proportionnelles aux variations de p1(x ,0). On a vu que
pour le fluide parfait en supposant le couplage fort et la plaque plane f'=0:

o _ gWy?
p1(x,0) = m dX( di) Re'l/2
donc:
4oy - (9 (oM 4 (I 4 () Re1?) soi

My 2-1) dx



oMy 2
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on voit que le comportement de % d; est en exponentielle croissante, des solutions explosives

apparai ssent lorsgue I'on résout les équations en marchant vers les x croissants.

Le caractere laminaire ou turbulent n'est pas important dans le mécanisme en lui méme maisil I'est
dansles échelles finales et dans les valeurs de H.

Si on résout trés proprement (avec les éguations de couche limite complétes non linéaires), on
montre que |'on peut tracer une courbe qui se superpose a celle des résultats expérimentaux (cf.
courbe). II'y aun plateau de pression, et séparation de la couche limite.

&)L es équations I BL

Navier Stokes en écoulement compressible stationnaire 2D.
l(fu)+i(rV)=O. ru@+rv@:-ﬂ); RPRLCAFIN \ g 19
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H ﬂ 1 .
r(u—+v—)=0  avecH =cyT +5 (u2+v2) "I'enthalpie totale",
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+ les équations de couche limite prés de la paroi.
ﬂ—r u+ ﬂ—r v=0,
x fly
1 1 due 1
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Maisavec lare atlon suwantesmpllflee (dlte "relation de couplage"):
v(x,0) = & (¢ ReV2 + )

On voit que par rapport a la théorie classique on a un couplage fort entre le fluide parfait et la
couche limite. La couche limite en sépaississant perturbe le fluide parfait qui lui mémeremodifiela
couche limite. C'est ce mécanisme qui est celui de l'interaction décrite auparavant.

Lathéorie classique de la couche limite est a nombre de Reynoldsinfini et donc

v(x,0) = § (d1 ReV2 + ) devient simplement ()

L'entorse qui consiste a prendre un terme petit est en fait levée dans un cadre théorique nommeé la
triple couche (Triple Deck). Dans le cas de la PC de révision I'onde de choc devient tellement

penchée qu'dlle est du méme ordre que d; Re'V/2, le couplage fort réapparait aors naturellement.

On présenteici un exemple de résolution de ce systeéme dans le cas de laméthode intégrale avec les
fermetures intégrales issues de Falkner Skan et avec du fluide parfait linéarisé, et prenant de

maniére trop smplifiéer e:nw:hezl.
d ,d du H d N
4 v (9 (@ M) g =212 1 gy (D) =

Ue = 1- (XI\/::-Z]_) dX((dl) R€1/2+f)

H, f2 et N fonctions données du paramétre d12dug/dx (ces trois fonctions sont obtenues a partir des
profils de Falkner Skan, en fait ici on atriché pour simplifier). On trace le flux de température ala
paroi qui est g = N/D et lefrottement pariéta t=foug/d;.



Larésolution est faite de maniére itérative, on se donne dq on en déduit ue en résolvant la couche
limite de maniére inverse, pour le méme dy on calcule udP a partie de la solution de fluide parfait
linéarisé. On corrige d; de I'écart entre ugP et ug! en relaxant de maniére a obtenir & convergence
un dy tel que ugP =uedl.

0.5 T T T T T T T
du/dy w a=0.15

0.4 [\ du/dy w a=0.10 — — - 4
du/dy w a=0.05 -----

Sur les courbes on atrace le frottement pariétal t, lapression p(x) et le flux de chaleur g(x) pour

I'écoulement sur un diédre (Ile mur: wall) commengant en x=2 et d'angle a=0; 0.05; 0.10 et 0.15
pour les valeurs suivantes : Me=1.5,Re=10000, Pr=1

On note la séparation de la couche limite (endroit ou le frottement t ={u/fly(x,0) est négatif).

La pression (ainsi que t et q) est modifiée avant le début du diedre en x=2, montrant ainsi
I'influence d I'aval sur I'amont). Cette méthode intégrale ici simplifiée, ne permet pas de trouver le
plateau de pression avant le diedre. Le flux de chaleur est caractérisé par un pic au rattachement.

Une question gque I'on peut se poser c'est pourquoi les équations IBL marchent, en fait c'est subtil.
Lorsque I'on résout:



d dl dUe _ ) L

(/) t (H) ((2+H-Me2)@( = (r ele)= (My ﬂyU)w,
aue donné, c'est une équation du premier ordre en dq, donc on n'a besoin que d'une condition
initiale en x=0.
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Si en revanche, on larésout ad; donné, cette équation est en fait une équation ot — du € est caché car

dx2
H dépend ded € (donc gx ( H) dépend ded—ze) L'éguation est donc du second ordre en dérivée

deue On adonc bien deux conditions aux limites a imposer, une en x=0 et |'autre en sortie de
domaine ou I'on impose par exemple que les perturbations introduites sont redevenues négligeable.
Pour tracer les courbes ci dessus c'est cette astuce que I'on a utilisé: on résout en alternance la
couche limite (en mode inverse ue donne d,) et le fluide parfait (en mode direct d; donne ug), le
processus itératif fait que l'aval finit par faire remonter les informations sur I'amont.

Equations PNS
On prend les éguations compl étes et on enléve les termes que I'on juge petits... En général, les
égquations sont présentées ains sans chercher a écri relesjauges...

1 1 _ Tu flu _ ‘ﬂp ‘IT ‘HV fip
x (r u)+‘"y (rv)=0. rlhx+rvﬂy— ‘ﬂx (txy) ru— ‘ﬂx ‘Hy ‘ﬂy+ ‘ﬂy(tyy)
r(uE +vm) = T (tyxu + tyyv + kﬂ )) avec H =cpT + 5 (u2+v2) "I'enthalpie totale", et t la
x Ty Ty Ty B
‘HV 2, v
partie dissipative du tenseur des contraintes.  tyy = tyx= n{ ] tyy = n{ 3 (—)])

Il ne sagit pas d'une méthode asymptotique puisque I'on enleve alamain' d% termes L'éguation

suivant v est normalement a enlever (et seréduit dorsa= - %Tp) mais on la garde quand méme.

les équations PN'S sont résolues en marchant en x, le P de Parabolized vient de la résolution de la

" R |
forme "parabolique’: W:'ﬂTﬂ



Dans certains cas (si I'angle de diedre n'est pas trop important) ou dans les tuyeres on peut utiliser
les égquations PNS et elles donnent de trés bon résultats (et assez rapidement), cf. la figure ci

contre.
Si on résout en marchant, on retrouve le méme probléme que pour les équations PNS, lorsgu'elles

sont résolues en marchant.
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