
http://www.lmm.jussieu.fr/~lagree/COURS/ENSTA/

http://www.lmm.jussieu.fr/~lagree/COURS/ENSTA/
http://www.lmm.jussieu.fr/~lagree/COURS/ENSTA/


Transferts Turbulents



file:///Users/pyl/macintoshHD/DOKUMENTS/ENSEIGN/ENSTA/Emedia/Turbulence/C5turb.html

http://livepage.apple.com/
http://livepage.apple.com/


Landau & Lifshitz (1989) (§26) et citons le: il convient de remarquer que "tout problème concernant 
l'écoulement de fluide visqueux dans des conditions stationnaires données doit posséder, ne serait ce 
qu'en principe, une solution stationnaire exacte des équations de l'hydrodynamique"(ce qui n'est pas 
encore prouvé mathématiquement en 3D). "Or certaines de ces solutions même si elles sont exactes, 
ne sont pas vérifiées dans la Nature" (N majuscule). "Les écoulements" (sous entendu laminaires) "qui 
existent dans la Nature doivent être stables: de petites perturbations qui y prennent naissance doivent 
s'atténuer au cours du temps."



Isosurface of the streamwise velocity. Low velocity. High velocity. Grey isosurface at the blue level. 
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Isosurface of the streamwise vorticity. Downward velocity. Upward velocity.



Définition de la turbulence

Une définition précise de la turbulence est donc difficile à donner (Tennekes & Lumley (1978) p 1), on peut 
cependant faire un catalogue:

-l'état turbulent est caractérisé par des variations rapides irrégulières et aléatoires de la vitesse

-les mélanges sont importants et plus rapidement faits que par la diffusivité habituelle.

-le nombre de Reynolds est grand

-l'écoulement est 3D, il est rotationnel.

-l'énergie est dégradée: les écoulements turbulents dissipent l'énergie.

-les échelles mises en jeux ne sont pas celles des échanges moléculaire (le cadre de la mécanique des 
milieux continus reste valable)

-les caractéristiques sont les mêmes pour tous les fluides (gaz ou liquides), la turbulence n'est pas une 
propriété du fluide mais seulement un régime particulier.



(Encyclopaedia Britannica) des  images instantanées d'une couche limite turbulente. 

Observations expérimentales:



(Encyclopaedia Britannica) des  images instantanées d'une couche limite turbulente. 

Observations expérimentales:

superposition: profil moyen. 



profil laminaire et turbulent en unités de couche limite (0.99).
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Le problème de la moyenne des Équations de NS: Équations de Reynolds



Transferts turbulents

autour d’un avion. en trichant en 2001 on est à 2 106 points et Re = 15000 Pour
un Airbus Re = 106 soit 108 tailles de maille 1µm. prévu pour 2080, le calcul
autour de l’avion complet !

5.3.1. Le problème de la moyenne

Le premier problème est la définition d’une moyenne, en effet les variations
sont trop rapides pour être décrites finement en temps et en espace : on va donc
ne s’intéresser qu’à la moyenne de la vitesse. Les détails de la vitesse sont perdus ;
on ne va essayer de ne décrire que l’évolution du champ moyen. La moyenne
d’ensemble est la plus satisfaisante théoriquement ; on fait n fois l’écoulement
et on moyenne l’ensemble des réalisations :

< u >=
1
n

Σui(r, t).

Même si elle est indispensable théoriquement, dans certains cas on lui préférera
une formulation sur une réalisation qui met en jeux des moyennes spatiales et
temporelles. On peut donc aussi en général écrire cette moyenne sous la forme
d’un produit de convolution avec une fonction de poids G positive de moyenne
égale à 1 (condition de normalisation) :

< f >=
∫ ∞

−∞
f(r − r′, t− t′)G(r′, t′)dr′dt′.

En pratique, il est plus judicieux, de faire une moyenne temporelle (G est une
fonction porte en temps) :

< u >=
1
T

∫

t
t + Tu(x, y, t)dt.

Bien entendu, T (la largeur de la porte) ne sera ni trop grande ni trop petite !
Ensuite, dès que la défintion de la moyenne est fixée, on peut décomposer en
une partie fluctuante et une valeur moyenne :

u =< u > +u′...

on posera souvent < u >= U , et on remarquera que < u′ >= 0. On peut aussi
écrire < u >= ū, cette notation (outre qu’elle soit plus dure à tapper) peut
amener des confusions avec l’adimensionalisation.
On a les propriétés suivantes pour la moyenne :

<< f >>=< f >

< αf + βg >= α < f > +β < g > avec α, β constantes

<

∫
f(x)dx >=

∫
< f(x) > dx

<
∂f

∂x
>=

∂ < f >

∂x
,<

∂f

∂t
>=

∂ < f >

∂t
etc.

<< f > g >=< f >< g >

< fg > "=< f >< g > .

- 5.5-
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et on moyenne l’ensemble des réalisations :
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Le premier problème est la définition d’une moyenne, en effet les variations
sont trop rapides pour être décrites finement en temps et en espace : on va donc
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5.3.2. Équations de Reynolds

Classiquement (depuis Reynolds 1895), on moyenne les équations de Navier
Stokes (écrites avec la convention d’Einstein) :

<
∂ui

∂xi
= 0 > avec ui =< ui > +u′

i devient
∂ < ui >

∂xi
+

∂ < u′
i >

∂xi
= 0 donc

∂ < ui >

∂xi
= 0.

de même si on moyenne :

< ρ
dui

dt
= − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj
(µ

∂ui

∂xj
) >, ...

on a de manière évidente :

< ρ
∂ui

∂t
>= ρ

∂ < ui >

∂t

< − ∂p

∂xi
>= −∂ < p >

∂xi

∂

∂xj
(µ

∂ui

∂xj
) >=

∂

∂xj
(µ

∂ < ui >

∂xj
)

mais, par l’incompressibilité

< uj
∂ui

∂xj
>=<

∂

∂xj
(uiuj) >

le développement de ce terme non linéaire :

<
∂

∂xj
(< ui >< uj > + < ui > u′

j+ < uj > u′
i + u′

ju
′
i) >=

=
∂

∂xj
(< ui >< uj >) + 0 + 0 +

∂

∂xj
(< u′

ju
′
i >)

après manipulations on obtient l’équation moyenne (ou équations de Reynolds
ou encore ”RANS : Reynolds Average Navier Stokes”)

ρ
d < ui >

dt
= −∂ < p >

∂xi
+

∂

∂xj
(µ

∂ < ui >

∂xj
− ρ < u′

iu
′
j >).

On a fait apparâıtre le terme que l’on appelle terme de tension turbulente :
−ρ < u′

iu
′
j >). L’interprétation de ce tenseur est le transport de quantité de

mouvement par les fluctuations de vitesse.
Le problème n’est pas résolu pour autant car < u′

iu
′
j >, qui met en jeu des

corrélations doubles, n’est pas connu, c’est un terme ”supplémentaire” le terme
de tension de Reynolds. On peut envisager d’étudier les corrélations doubles :
mais on fait apparâıtre des corrélations triples ! On a en fait une hiérarchie infinie
d’équations. Ce que l’on va faire (beaucoup plus loin) c’est une ”fermeture” qui
relie les corrélations doubles aux moyennes simples.
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Stokes (écrites avec la convention d’Einstein) :

<
∂ui

∂xi
= 0 > avec ui =< ui > +u′

i devient
∂ < ui >

∂xi
+

∂ < u′
i >

∂xi
= 0 donc

∂ < ui >

∂xi
= 0.

de même si on moyenne :

< ρ
dui

dt
= − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj
(µ

∂ui

∂xj
) >, ...

on a de manière évidente :

< ρ
∂ui

∂t
>= ρ

∂ < ui >

∂t

< − ∂p

∂xi
>= −∂ < p >

∂xi

∂

∂xj
(µ

∂ui

∂xj
) >=

∂

∂xj
(µ

∂ < ui >

∂xj
)

mais, par l’incompressibilité
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<
∂

∂xj
(< ui >< uj > + < ui > u′

j+ < uj > u′
i + u′

ju
′
i) >=

=
∂

∂xj
(< ui >< uj >) + 0 + 0 +

∂

∂xj
(< u′

ju
′
i >)

après manipulations on obtient l’équation moyenne (ou équations de Reynolds
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< uj
∂ui

∂xj
>=<

∂

∂xj
(uiuj) >
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5.3.2. Équations de Reynolds

Classiquement (depuis Reynolds 1895), on moyenne les équations de Navier
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< uj
∂ui

∂xj
>=<

∂

∂xj
(uiuj) >
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le développement de ce terme non linéaire :
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On a fait apparâıtre le terme que l’on appelle terme de tension turbulente :
−ρ < u′

iu
′
j >). L’interprétation de ce tenseur est le transport de quantité de

mouvement par les fluctuations de vitesse.
Le problème n’est pas résolu pour autant car < u′

iu
′
j >, qui met en jeu des

corrélations doubles, n’est pas connu, c’est un terme ”supplémentaire” le terme
de tension de Reynolds. On peut envisager d’étudier les corrélations doubles :
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On a fait apparâıtre le terme que l’on appelle terme de tension turbulente :
−ρ < u′

iu
′
j >). L’interprétation de ce tenseur est le transport de quantité de
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5.3.2. Équations de Reynolds

Classiquement (depuis Reynolds 1895), on moyenne les équations de Navier
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5.3.2. Équations de Reynolds

Classiquement (depuis Reynolds 1895), on moyenne les équations de Navier
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5.3.2. Équations de Reynolds

Classiquement (depuis Reynolds 1895), on moyenne les équations de Navier
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< uj
∂ui

∂xj
>=<

∂

∂xj
(uiuj) >
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d’équations. Ce que l’on va faire (beaucoup plus loin) c’est une ”fermeture” qui
relie les corrélations doubles aux moyennes simples.
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5.3.2. Équations de Reynolds

Classiquement (depuis Reynolds 1895), on moyenne les équations de Navier
Stokes (écrites avec la convention d’Einstein) :

<
∂ui

∂xi
= 0 > avec ui =< ui > +u′

i devient
∂ < ui >

∂xi
+

∂ < u′
i >

∂xi
= 0 donc

∂ < ui >

∂xi
= 0.
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< ρ
dui
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∂xi
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∂

∂xj
(µ

∂ui

∂xj
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< ρ
∂ui

∂t
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∂ < ui >

∂t

< − ∂p

∂xi
>= −∂ < p >

∂xi

∂

∂xj
(µ

∂ui

∂xj
) >=

∂

∂xj
(µ

∂ < ui >

∂xj
)
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∂ui

∂xj
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∂

∂xj
(uiuj) >
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∂

∂xj
(< ui >< uj > + < ui > u′

j+ < uj > u′
i + u′

ju
′
i) >=
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∂

∂xj
(< ui >< uj >) + 0 + 0 +

∂

∂xj
(< u′

ju
′
i >)

après manipulations on obtient l’équation moyenne (ou équations de Reynolds
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Transferts turbulents

Fig. 4 – Le coefficient de frottement Cf (avec Cf = (µ∂u/∂y)/(ρ0U2
0 /2)) de

plaque plane, il varie fortement pour, le passage d’une courbe à l’autre dépend
de la réalisation (Re entre 105 et 107).

Fig. 5 – figure allure typique des fluctuations. à gauche de haut en bas√
< u′2 >/U0,

√
< w′2 >/U0 et

√
< v′2 >/U0. à droite < u′v′ > /U2

0 .

Fig. 6 – vue artistique d’une couche limite turbulente.
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Transferts turbulents

des équations de NS avec l’optique ”couche limite” (les dérivées transverses vont
être importantes par rapport aux dérivées longitudinales).

ρ < ui >
∂ < ui >

∂x
= −∂ < p >

∂xi
+

∂

∂xj
(µ

∂ < ui >

∂xj
− ρ < u′iu

′
j >).

En fait plusieurs couches vont apparâıtre, elles dépendent de l’ordre de grandeur
relatif de :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >).

Par définition on note u2
τ (ou u2

?) l’ordre de grandeur de − < u′v′ >. Les termes
tels que µ∂2 < u > /∂y2 sont d’ordre R−1ρU2

0 /l2 et sont donc à comparer
à u2

τ/l2. On voit donc tout de suite que la moindre dégénérescence hâtive ne
marche pas du premier coup ! Il va falloir introduire plusieurs couches (plusieurs
l) pour tenir compte de la contribution relative de chacun de ces termes.

De manière abusive nous gardons les dimensions dans les équations et nous
écrivons les termes que nous allons retenir :
- incompressibilité :

∂ < u >

∂x
+

∂ < v >

∂y
= 0.

- quantité de mouvement :

< u >
∂ < u >

∂x
+ < v >

∂ < u >

∂y
= −∂ < p >

ρ∂x
+

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >)+ etc

0 = −∂ < p >

ρ∂y
+

∂

∂y
(ν

∂ < v >

∂y
− < v′v′ >) + etc

- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂

∂y
(α

∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x
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marche pas du premier coup ! Il va falloir introduire plusieurs couches (plusieurs
l) pour tenir compte de la contribution relative de chacun de ces termes.

De manière abusive nous gardons les dimensions dans les équations et nous
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reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2
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- quantité de mouvement :

< u >
∂ < u >

∂x
+ < v >

∂ < u >

∂y
= −∂ < p >

ρ∂x
+

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >)+ etc

0 = −∂ < p >

ρ∂y
+

∂

∂y
(ν

∂ < v >

∂y
− < v′v′ >) + etc

- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂

∂y
(α

∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x
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Loin de la paroi, les effets visqueux sont négligeables, et les variations de

vitesses ne sont plus suffisantes pour créer de la turbulence à un taux notable.

5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :

(ν
∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
∂ < u >

∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
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définition:

sous couche visqueuse
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Transferts turbulents

des équations de NS avec l’optique ”couche limite” (les dérivées transverses vont
être importantes par rapport aux dérivées longitudinales).

ρ < ui >
∂ < ui >

∂x
= −∂ < p >

∂xi
+

∂

∂xj
(µ

∂ < ui >

∂xj
− ρ < u′iu

′
j >).

En fait plusieurs couches vont apparâıtre, elles dépendent de l’ordre de grandeur
relatif de :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >).

Par définition on note u2
τ (ou u2

?) l’ordre de grandeur de − < u′v′ >. Les termes
tels que µ∂2 < u > /∂y2 sont d’ordre R−1ρU2

0 /l2 et sont donc à comparer
à u2

τ/l2. On voit donc tout de suite que la moindre dégénérescence hâtive ne
marche pas du premier coup ! Il va falloir introduire plusieurs couches (plusieurs
l) pour tenir compte de la contribution relative de chacun de ces termes.

De manière abusive nous gardons les dimensions dans les équations et nous
écrivons les termes que nous allons retenir :
- incompressibilité :

∂ < u >

∂x
+

∂ < v >

∂y
= 0.

- quantité de mouvement :

< u >
∂ < u >

∂x
+ < v >

∂ < u >

∂y
= −∂ < p >

ρ∂x
+

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >)+ etc

0 = −∂ < p >

ρ∂y
+

∂

∂y
(ν

∂ < v >

∂y
− < v′v′ >) + etc

- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂

∂y
(α

∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x
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- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂

∂y
(α

∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
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appelé l’intensité de la turbulence.
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écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
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Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :
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√

(τp/ρ) = U0
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(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
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uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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τ est une notation équivalente
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on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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Loin de la paroi, les effets visqueux sont négligeables, et les variations de

vitesses ne sont plus suffisantes pour créer de la turbulence à un taux notable.

5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :

(ν
∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
∂ < u >

∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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Transferts turbulents

des équations de NS avec l’optique ”couche limite” (les dérivées transverses vont
être importantes par rapport aux dérivées longitudinales).

ρ < ui >
∂ < ui >

∂x
= −∂ < p >

∂xi
+

∂

∂xj
(µ

∂ < ui >

∂xj
− ρ < u′iu

′
j >).

En fait plusieurs couches vont apparâıtre, elles dépendent de l’ordre de grandeur
relatif de :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >).

Par définition on note u2
τ (ou u2

?) l’ordre de grandeur de − < u′v′ >. Les termes
tels que µ∂2 < u > /∂y2 sont d’ordre R−1ρU2

0 /l2 et sont donc à comparer
à u2

τ/l2. On voit donc tout de suite que la moindre dégénérescence hâtive ne
marche pas du premier coup ! Il va falloir introduire plusieurs couches (plusieurs
l) pour tenir compte de la contribution relative de chacun de ces termes.

De manière abusive nous gardons les dimensions dans les équations et nous
écrivons les termes que nous allons retenir :
- incompressibilité :

∂ < u >

∂x
+

∂ < v >

∂y
= 0.

- quantité de mouvement :

< u >
∂ < u >

∂x
+ < v >

∂ < u >

∂y
= −∂ < p >

ρ∂x
+

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >)+ etc

0 = −∂ < p >

ρ∂y
+

∂

∂y
(ν

∂ < v >

∂y
− < v′v′ >) + etc

- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂

∂y
(α

∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x

- 5.10-

Transferts turbulents
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à u2

τ/l2. On voit donc tout de suite que la moindre dégénérescence hâtive ne
marche pas du premier coup ! Il va falloir introduire plusieurs couches (plusieurs
l) pour tenir compte de la contribution relative de chacun de ces termes.
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- quantité de mouvement :
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+
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- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :
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∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂
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(α

∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x
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Loin de la paroi, les effets visqueux sont négligeables, et les variations de

vitesses ne sont plus suffisantes pour créer de la turbulence à un taux notable.

5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :

(ν
∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
∂ < u >

∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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est donc mesurée par δ+ = L/(Ruτ ) :

< u >

uτ
=

uτy

ν

C’est ce que l’on appelle la ”sous couche visqueuse”.
Plus loin de la paroi (ν ∂<u>

∂y ) devient plus faible, et décrôıt. La zone linéaire
du profil de vitesse s’étend jusqu’à y+ ∼ 7. On note qu’en laminaire l’échelle
conduisant à la dégénérescence du profil en droite est quelconque, mais plus
petite que LR−1/2.

5.4.5. − > région log

Ensuite, il existe une nouvelle région (toujours à l’échelle δ+) qui va faire
une première transition entre ce comportement linéaire et la valeur 1.

Fig. 7 – dessin de ((ν ∂<u>
∂y − < u′v′ >))/τp en fonction de la distance à la

paroi.

On a uτ , y et ν comme paramètres. Loin de la paroi (mais toujours à l’échelle
ν/uτ )la valeur de la viscosité ν n’a plus d’influence : la turbulence écrase la vis-
cosité laminaire. L’ordre de grandeur de ∂ < u > /∂y par analyse dimensionnelle
est simplement :

∂ < u >

∂y
∼ O(< u >)

O(y)
= κ−1 uτ

y

avec κ coefficient ad hoc (constante de Kármán), donc si on intègre l’expression
∂ < u > /∂y ∼ κ−1uτ/y, il apparâıt :

< u > /uτ = κ−1Log(uτy/ν) + C soit u+ = κ−1Log(y+) + C.

Expérimentalement les valeurs sont : C ∼ 5 et κ = 0.41 :

< u > /uτ = 2.4Log(uτy/ν) + 5 ou < u > /uτ = 5.6log10(uτy/ν) + 5.

C’est la région de ”Loi log de paroi”. Elle est valable pour 20 < y+ < 10000
(environ).
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Loin de la paroi, les effets visqueux sont négligeables, et les variations de

vitesses ne sont plus suffisantes pour créer de la turbulence à un taux notable.

5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :

(ν
∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
∂ < u >

∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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Transferts turbulents

des équations de NS avec l’optique ”couche limite” (les dérivées transverses vont
être importantes par rapport aux dérivées longitudinales).

ρ < ui >
∂ < ui >

∂x
= −∂ < p >

∂xi
+

∂

∂xj
(µ

∂ < ui >

∂xj
− ρ < u′iu

′
j >).

En fait plusieurs couches vont apparâıtre, elles dépendent de l’ordre de grandeur
relatif de :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >).

Par définition on note u2
τ (ou u2

?) l’ordre de grandeur de − < u′v′ >. Les termes
tels que µ∂2 < u > /∂y2 sont d’ordre R−1ρU2

0 /l2 et sont donc à comparer
à u2

τ/l2. On voit donc tout de suite que la moindre dégénérescence hâtive ne
marche pas du premier coup ! Il va falloir introduire plusieurs couches (plusieurs
l) pour tenir compte de la contribution relative de chacun de ces termes.

De manière abusive nous gardons les dimensions dans les équations et nous
écrivons les termes que nous allons retenir :
- incompressibilité :

∂ < u >

∂x
+

∂ < v >

∂y
= 0.

- quantité de mouvement :

< u >
∂ < u >

∂x
+ < v >

∂ < u >

∂y
= −∂ < p >

ρ∂x
+

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >)+ etc

0 = −∂ < p >

ρ∂y
+

∂

∂y
(ν

∂ < v >

∂y
− < v′v′ >) + etc

- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂

∂y
(α

∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x
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des équations de NS avec l’optique ”couche limite” (les dérivées transverses vont
être importantes par rapport aux dérivées longitudinales).
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relatif de :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >).
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écrivons les termes que nous allons retenir :
- incompressibilité :
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ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est
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Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :
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Loin de la paroi, les effets visqueux sont négligeables, et les variations de

vitesses ne sont plus suffisantes pour créer de la turbulence à un taux notable.

5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :

(ν
∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
∂ < u >

∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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est donc mesurée par δ+ = L/(Ruτ ) :

< u >

uτ
=

uτy

ν

C’est ce que l’on appelle la ”sous couche visqueuse”.
Plus loin de la paroi (ν ∂<u>

∂y ) devient plus faible, et décrôıt. La zone linéaire
du profil de vitesse s’étend jusqu’à y+ ∼ 7. On note qu’en laminaire l’échelle
conduisant à la dégénérescence du profil en droite est quelconque, mais plus
petite que LR−1/2.

5.4.5. − > région log

Ensuite, il existe une nouvelle région (toujours à l’échelle δ+) qui va faire
une première transition entre ce comportement linéaire et la valeur 1.

Fig. 7 – dessin de ((ν ∂<u>
∂y − < u′v′ >))/τp en fonction de la distance à la

paroi.

On a uτ , y et ν comme paramètres. Loin de la paroi (mais toujours à l’échelle
ν/uτ )la valeur de la viscosité ν n’a plus d’influence : la turbulence écrase la vis-
cosité laminaire. L’ordre de grandeur de ∂ < u > /∂y par analyse dimensionnelle
est simplement :

∂ < u >

∂y
∼ O(< u >)

O(y)
= κ−1 uτ

y

avec κ coefficient ad hoc (constante de Kármán), donc si on intègre l’expression
∂ < u > /∂y ∼ κ−1uτ/y, il apparâıt :

< u > /uτ = κ−1Log(uτy/ν) + C soit u+ = κ−1Log(y+) + C.

Expérimentalement les valeurs sont : C ∼ 5 et κ = 0.41 :

< u > /uτ = 2.4Log(uτy/ν) + 5 ou < u > /uτ = 5.6log10(uτy/ν) + 5.

C’est la région de ”Loi log de paroi”. Elle est valable pour 20 < y+ < 10000
(environ).
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cosité laminaire. L’ordre de grandeur de ∂ < u > /∂y par analyse dimensionnelle
est simplement :

∂ < u >

∂y
∼ O(< u >)

O(y)
= κ−1 uτ

y

avec κ coefficient ad hoc (constante de Kármán), donc si on intègre l’expression
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.
Loin de la paroi, les effets visqueux sont négligeables, et les variations de

vitesses ne sont plus suffisantes pour créer de la turbulence à un taux notable.

5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :

(ν
∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
∂ < u >

∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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< u >

uτ



Transferts turbulents

des équations de NS avec l’optique ”couche limite” (les dérivées transverses vont
être importantes par rapport aux dérivées longitudinales).

ρ < ui >
∂ < ui >

∂x
= −∂ < p >

∂xi
+

∂

∂xj
(µ

∂ < ui >

∂xj
− ρ < u′iu

′
j >).

En fait plusieurs couches vont apparâıtre, elles dépendent de l’ordre de grandeur
relatif de :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >).

Par définition on note u2
τ (ou u2

?) l’ordre de grandeur de − < u′v′ >. Les termes
tels que µ∂2 < u > /∂y2 sont d’ordre R−1ρU2

0 /l2 et sont donc à comparer
à u2

τ/l2. On voit donc tout de suite que la moindre dégénérescence hâtive ne
marche pas du premier coup ! Il va falloir introduire plusieurs couches (plusieurs
l) pour tenir compte de la contribution relative de chacun de ces termes.

De manière abusive nous gardons les dimensions dans les équations et nous
écrivons les termes que nous allons retenir :
- incompressibilité :

∂ < u >

∂x
+

∂ < v >

∂y
= 0.

- quantité de mouvement :

< u >
∂ < u >

∂x
+ < v >

∂ < u >

∂y
= −∂ < p >

ρ∂x
+

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >)+ etc

0 = −∂ < p >

ρ∂y
+

∂

∂y
(ν

∂ < v >

∂y
− < v′v′ >) + etc

- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂

∂y
(α

∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x
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relatif de :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >).
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0 ], on
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est donc mesurée par δ+ = L/(Ruτ ) :

< u >

uτ
=

uτy

ν

C’est ce que l’on appelle la ”sous couche visqueuse”.
Plus loin de la paroi (ν ∂<u>

∂y ) devient plus faible, et décrôıt. La zone linéaire
du profil de vitesse s’étend jusqu’à y+ ∼ 7. On note qu’en laminaire l’échelle
conduisant à la dégénérescence du profil en droite est quelconque, mais plus
petite que LR−1/2.

5.4.5. − > région log

Ensuite, il existe une nouvelle région (toujours à l’échelle δ+) qui va faire
une première transition entre ce comportement linéaire et la valeur 1.

Fig. 7 – dessin de ((ν ∂<u>
∂y − < u′v′ >))/τp en fonction de la distance à la

paroi.

On a uτ , y et ν comme paramètres. Loin de la paroi (mais toujours à l’échelle
ν/uτ )la valeur de la viscosité ν n’a plus d’influence : la turbulence écrase la vis-
cosité laminaire. L’ordre de grandeur de ∂ < u > /∂y par analyse dimensionnelle
est simplement :

∂ < u >

∂y
∼ O(< u >)

O(y)
= κ−1 uτ

y

avec κ coefficient ad hoc (constante de Kármán), donc si on intègre l’expression
∂ < u > /∂y ∼ κ−1uτ/y, il apparâıt :

< u > /uτ = κ−1Log(uτy/ν) + C soit u+ = κ−1Log(y+) + C.

Expérimentalement les valeurs sont : C ∼ 5 et κ = 0.41 :

< u > /uτ = 2.4Log(uτy/ν) + 5 ou < u > /uτ = 5.6log10(uτy/ν) + 5.

C’est la région de ”Loi log de paroi”. Elle est valable pour 20 < y+ < 10000
(environ).
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On a uτ , y et ν comme paramètres. Loin de la paroi (mais toujours à l’échelle
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< u > /uτ = κ−1Log(uτy/ν) + C soit u+ = κ−1Log(y+) + C.

Expérimentalement les valeurs sont : C ∼ 5 et κ = 0.41 :

< u > /uτ = 2.4Log(uτy/ν) + 5 ou < u > /uτ = 5.6log10(uτy/ν) + 5.

C’est la région de ”Loi log de paroi”. Elle est valable pour 20 < y+ < 10000
(environ).

- 5.12-

Transferts turbulents

est donc mesurée par δ+ = L/(Ruτ ) :

< u >

uτ
=

uτy

ν

C’est ce que l’on appelle la ”sous couche visqueuse”.
Plus loin de la paroi (ν ∂<u>

∂y ) devient plus faible, et décrôıt. La zone linéaire
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On a uτ , y et ν comme paramètres. Loin de la paroi (mais toujours à l’échelle
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que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :

(ν
∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
∂ < u >

∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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des équations de NS avec l’optique ”couche limite” (les dérivées transverses vont
être importantes par rapport aux dérivées longitudinales).
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j >).

En fait plusieurs couches vont apparâıtre, elles dépendent de l’ordre de grandeur
relatif de :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >).

Par définition on note u2
τ (ou u2

?) l’ordre de grandeur de − < u′v′ >. Les termes
tels que µ∂2 < u > /∂y2 sont d’ordre R−1ρU2

0 /l2 et sont donc à comparer
à u2

τ/l2. On voit donc tout de suite que la moindre dégénérescence hâtive ne
marche pas du premier coup ! Il va falloir introduire plusieurs couches (plusieurs
l) pour tenir compte de la contribution relative de chacun de ces termes.

De manière abusive nous gardons les dimensions dans les équations et nous
écrivons les termes que nous allons retenir :
- incompressibilité :

∂ < u >

∂x
+

∂ < v >

∂y
= 0.

- quantité de mouvement :

< u >
∂ < u >

∂x
+ < v >
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∂y
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ρ∂x
+

∂
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ρ∂y
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− < v′v′ >) + etc

- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂

∂y
(α

∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x
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empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
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à u2

τ/l2. On voit donc tout de suite que la moindre dégénérescence hâtive ne
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5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :
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− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :
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Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
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définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :
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où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
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(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.
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empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
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écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :

(ν
∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
∂ < u >

∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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Transferts turbulents

des équations de NS avec l’optique ”couche limite” (les dérivées transverses vont
être importantes par rapport aux dérivées longitudinales).

ρ < ui >
∂ < ui >

∂x
= −∂ < p >

∂xi
+

∂

∂xj
(µ

∂ < ui >

∂xj
− ρ < u′iu

′
j >).

En fait plusieurs couches vont apparâıtre, elles dépendent de l’ordre de grandeur
relatif de :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >).

Par définition on note u2
τ (ou u2

?) l’ordre de grandeur de − < u′v′ >. Les termes
tels que µ∂2 < u > /∂y2 sont d’ordre R−1ρU2

0 /l2 et sont donc à comparer
à u2

τ/l2. On voit donc tout de suite que la moindre dégénérescence hâtive ne
marche pas du premier coup ! Il va falloir introduire plusieurs couches (plusieurs
l) pour tenir compte de la contribution relative de chacun de ces termes.

De manière abusive nous gardons les dimensions dans les équations et nous
écrivons les termes que nous allons retenir :
- incompressibilité :

∂ < u >

∂x
+

∂ < v >

∂y
= 0.

- quantité de mouvement :

< u >
∂ < u >

∂x
+ < v >

∂ < u >

∂y
= −∂ < p >

ρ∂x
+

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >)+ etc

0 = −∂ < p >

ρ∂y
+

∂

∂y
(ν

∂ < v >

∂y
− < v′v′ >) + etc

- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂

∂y
(α

∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x
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par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)
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Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .
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U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x

- 5.10-

Transferts turbulents
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5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
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écrivons les termes que nous allons retenir :
- incompressibilité :
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reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x
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Transferts turbulents

.
Loin de la paroi, les effets visqueux sont négligeables, et les variations de

vitesses ne sont plus suffisantes pour créer de la turbulence à un taux notable.

5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :

(ν
∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
∂ < u >

∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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- une couche de paroi (Wall Layer) sous couche visqueuse, avec sa loi de
paroi (law of the wall) :

u = uτU + (y/δ+, x/L) −→ uτ

κ
Log(y/δ+) pour y/δ+ −→∞

y mesuré par δ+ ∼ LLog(R)/R, la forme uτ
κ Log(y/δ+) + uτC est valable pour

30 < y/δ+ < 300, avec κ = 0.41 et C = 5.0
- valeurs typiques en aéronautique

u+ ∼ 1/log(R) ∼ 0.05

δ1 ∼ (1/5)δ

δ2 ∼ 1/50δ

5.4.8. Viscosité turbulente-Longueur de mélange

5.4.8.1. Relation de fermeture de Prandtl

Nous venons de voir une description de la couche limite mais nous n’avons
toujours pas vu comment la calculer explicitement : le terme de tension de
Reynolds, dont l’ordre de grandeur u2

τqui nous a servi de petit paramètre n’est
toujours pas connu. Il faut pour l’estimer un modèle numérique. Le modèle le
plus simple à envisager est fondé sur des idées de dimensions : on ferme les
équations en faisant apparâıtre une viscosité turbulente (eddy viscosity) :

− < u′v′ >= νt
∂ < u >

∂y
.

Cette forme est en fait directement inspirée des équations constitutives de la
mécanique des fluides : en effet à une quantité dont on fait le bilan, on associe un
flux proportionnel au gradient de cette quantité (par ex. pour un bilan d’énergie
cpT , on associe la loi de Fourier −k∇T ). Comme pour la ”vraie” viscosité (ou
viscosité moléculaire) νt est homogène à une vitesse fois une longueur. Comment
trouver l’expression de νt ? Il faut trouver une vitesse et une longueur judicieuses.
Par exemple dans le cas d’un jet on va prendre la vitesse au centre du jet, et la
largeur du jet, le produit sera νt !
Ici, dans le cas de la couche limite, il est plus judicieux de prendre la distance
à la paroi comme longueur (y ! et on met un coefficient κ) et la vitesse sera
y ∂<u>

∂y :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| avec l = κy.

* près de la paroi, là où :

∂

∂y
(νt

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = 0

- 5.16-

viscosité turbulente

! 0



Transferts turbulents

des équations de NS avec l’optique ”couche limite” (les dérivées transverses vont
être importantes par rapport aux dérivées longitudinales).

ρ < ui >
∂ < ui >

∂x
= −∂ < p >

∂xi
+

∂

∂xj
(µ

∂ < ui >

∂xj
− ρ < u′iu

′
j >).

En fait plusieurs couches vont apparâıtre, elles dépendent de l’ordre de grandeur
relatif de :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >).

Par définition on note u2
τ (ou u2

?) l’ordre de grandeur de − < u′v′ >. Les termes
tels que µ∂2 < u > /∂y2 sont d’ordre R−1ρU2

0 /l2 et sont donc à comparer
à u2

τ/l2. On voit donc tout de suite que la moindre dégénérescence hâtive ne
marche pas du premier coup ! Il va falloir introduire plusieurs couches (plusieurs
l) pour tenir compte de la contribution relative de chacun de ces termes.

De manière abusive nous gardons les dimensions dans les équations et nous
écrivons les termes que nous allons retenir :
- incompressibilité :

∂ < u >

∂x
+

∂ < v >

∂y
= 0.

- quantité de mouvement :

< u >
∂ < u >

∂x
+ < v >

∂ < u >

∂y
= −∂ < p >

ρ∂x
+

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >)+ etc

0 = −∂ < p >

ρ∂y
+

∂

∂y
(ν

∂ < v >

∂y
− < v′v′ >) + etc

- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂

∂y
(α

∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x
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des équations de NS avec l’optique ”couche limite” (les dérivées transverses vont
être importantes par rapport aux dérivées longitudinales).
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∂xi
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En fait plusieurs couches vont apparâıtre, elles dépendent de l’ordre de grandeur
relatif de :
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∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >).

Par définition on note u2
τ (ou u2

?) l’ordre de grandeur de − < u′v′ >. Les termes
tels que µ∂2 < u > /∂y2 sont d’ordre R−1ρU2

0 /l2 et sont donc à comparer
à u2

τ/l2. On voit donc tout de suite que la moindre dégénérescence hâtive ne
marche pas du premier coup ! Il va falloir introduire plusieurs couches (plusieurs
l) pour tenir compte de la contribution relative de chacun de ces termes.

De manière abusive nous gardons les dimensions dans les équations et nous
écrivons les termes que nous allons retenir :
- incompressibilité :

∂ < u >

∂x
+

∂ < v >

∂y
= 0.

- quantité de mouvement :

< u >
∂ < u >

∂x
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∂ < u >
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= −∂ < p >

ρ∂x
+

∂
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∂y
− < u′v′ >)+ etc

0 = −∂ < p >

ρ∂y
+

∂
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(ν

∂ < v >

∂y
− < v′v′ >) + etc

- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂

∂y
(α

∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x
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.
Loin de la paroi, les effets visqueux sont négligeables, et les variations de

vitesses ne sont plus suffisantes pour créer de la turbulence à un taux notable.

5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :

(ν
∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
∂ < u >

∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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- une couche de paroi (Wall Layer) sous couche visqueuse, avec sa loi de
paroi (law of the wall) :

u = uτU + (y/δ+, x/L) −→ uτ

κ
Log(y/δ+) pour y/δ+ −→∞

y mesuré par δ+ ∼ LLog(R)/R, la forme uτ
κ Log(y/δ+) + uτC est valable pour

30 < y/δ+ < 300, avec κ = 0.41 et C = 5.0
- valeurs typiques en aéronautique

u+ ∼ 1/log(R) ∼ 0.05

δ1 ∼ (1/5)δ

δ2 ∼ 1/50δ

5.4.8. Viscosité turbulente-Longueur de mélange

5.4.8.1. Relation de fermeture de Prandtl

Nous venons de voir une description de la couche limite mais nous n’avons
toujours pas vu comment la calculer explicitement : le terme de tension de
Reynolds, dont l’ordre de grandeur u2

τqui nous a servi de petit paramètre n’est
toujours pas connu. Il faut pour l’estimer un modèle numérique. Le modèle le
plus simple à envisager est fondé sur des idées de dimensions : on ferme les
équations en faisant apparâıtre une viscosité turbulente (eddy viscosity) :

− < u′v′ >= νt
∂ < u >

∂y
.

Cette forme est en fait directement inspirée des équations constitutives de la
mécanique des fluides : en effet à une quantité dont on fait le bilan, on associe un
flux proportionnel au gradient de cette quantité (par ex. pour un bilan d’énergie
cpT , on associe la loi de Fourier −k∇T ). Comme pour la ”vraie” viscosité (ou
viscosité moléculaire) νt est homogène à une vitesse fois une longueur. Comment
trouver l’expression de νt ? Il faut trouver une vitesse et une longueur judicieuses.
Par exemple dans le cas d’un jet on va prendre la vitesse au centre du jet, et la
largeur du jet, le produit sera νt !
Ici, dans le cas de la couche limite, il est plus judicieux de prendre la distance
à la paroi comme longueur (y ! et on met un coefficient κ) et la vitesse sera
y ∂<u>

∂y :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| avec l = κy.

* près de la paroi, là où :

∂

∂y
(νt

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = 0
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Transferts turbulents

des équations de NS avec l’optique ”couche limite” (les dérivées transverses vont
être importantes par rapport aux dérivées longitudinales).

ρ < ui >
∂ < ui >

∂x
= −∂ < p >

∂xi
+

∂

∂xj
(µ

∂ < ui >

∂xj
− ρ < u′iu

′
j >).

En fait plusieurs couches vont apparâıtre, elles dépendent de l’ordre de grandeur
relatif de :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >).

Par définition on note u2
τ (ou u2

?) l’ordre de grandeur de − < u′v′ >. Les termes
tels que µ∂2 < u > /∂y2 sont d’ordre R−1ρU2

0 /l2 et sont donc à comparer
à u2

τ/l2. On voit donc tout de suite que la moindre dégénérescence hâtive ne
marche pas du premier coup ! Il va falloir introduire plusieurs couches (plusieurs
l) pour tenir compte de la contribution relative de chacun de ces termes.

De manière abusive nous gardons les dimensions dans les équations et nous
écrivons les termes que nous allons retenir :
- incompressibilité :

∂ < u >

∂x
+

∂ < v >

∂y
= 0.

- quantité de mouvement :

< u >
∂ < u >

∂x
+ < v >

∂ < u >

∂y
= −∂ < p >

ρ∂x
+

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >)+ etc

0 = −∂ < p >

ρ∂y
+

∂

∂y
(ν

∂ < v >

∂y
− < v′v′ >) + etc

- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂

∂y
(α

∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x
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des équations de NS avec l’optique ”couche limite” (les dérivées transverses vont
être importantes par rapport aux dérivées longitudinales).
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∂ < ui >
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= −∂ < p >

∂xi
+

∂
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− ρ < u′iu
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j >).

En fait plusieurs couches vont apparâıtre, elles dépendent de l’ordre de grandeur
relatif de :

∂
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∂ < u >
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− < u′v′ >).

Par définition on note u2
τ (ou u2

?) l’ordre de grandeur de − < u′v′ >. Les termes
tels que µ∂2 < u > /∂y2 sont d’ordre R−1ρU2

0 /l2 et sont donc à comparer
à u2

τ/l2. On voit donc tout de suite que la moindre dégénérescence hâtive ne
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l) pour tenir compte de la contribution relative de chacun de ces termes.
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∂

∂y
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∂y
− < v′v′ >) + etc

- équation de la chaleur en négligeant la dissipation visqueuse :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂
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∂ < T >

∂y
− < T ′v′ >) + etc

Faire l’hypothèse 0 = −∂<p>
ρ∂y est raisonnable (mais dans le cas des jets, des

panaches ou des sillages, la pression n’est pas imposée par le fluide parfait et
il y a une stratification transverse de pression). Les équations ressemblent aux
équations de Couche Limite Laminaire. Le problème de la turbulence a été
reporté dans < u′v′ > et < v′T ′ > qui sont toujours inconnus. Pour ce qui est
de < u′v′ > son ordre de grandeur est par convention u2

τ . Où uτ (ou u2
∗) est

appelé l’intensité de la turbulence.
Dans le terme de tension équivalente, le premier est en ρU2

0 /R le second d’ordre :

ρu2
τ .

Rappelons que l’échelle transverse n’est pas encore élucidée... il y en a plusieurs !
On a toujours le pour le fluide parfait, à la paroi :

U0
∂U0

∂x
= −∂ < p >

ρ∂x
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Loin de la paroi, les effets visqueux sont négligeables, et les variations de

vitesses ne sont plus suffisantes pour créer de la turbulence à un taux notable.

5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :

(ν
∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
∂ < u >

∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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Transferts turbulents

- une couche de paroi (Wall Layer) sous couche visqueuse, avec sa loi de
paroi (law of the wall) :

u = uτU + (y/δ+, x/L) −→ uτ

κ
Log(y/δ+) pour y/δ+ −→∞

y mesuré par δ+ ∼ LLog(R)/R, la forme uτ
κ Log(y/δ+) + uτC est valable pour

30 < y/δ+ < 300, avec κ = 0.41 et C = 5.0
- valeurs typiques en aéronautique

u+ ∼ 1/log(R) ∼ 0.05

δ1 ∼ (1/5)δ

δ2 ∼ 1/50δ

5.4.8. Viscosité turbulente-Longueur de mélange

5.4.8.1. Relation de fermeture de Prandtl

Nous venons de voir une description de la couche limite mais nous n’avons
toujours pas vu comment la calculer explicitement : le terme de tension de
Reynolds, dont l’ordre de grandeur u2

τqui nous a servi de petit paramètre n’est
toujours pas connu. Il faut pour l’estimer un modèle numérique. Le modèle le
plus simple à envisager est fondé sur des idées de dimensions : on ferme les
équations en faisant apparâıtre une viscosité turbulente (eddy viscosity) :

− < u′v′ >= νt
∂ < u >

∂y
.

Cette forme est en fait directement inspirée des équations constitutives de la
mécanique des fluides : en effet à une quantité dont on fait le bilan, on associe un
flux proportionnel au gradient de cette quantité (par ex. pour un bilan d’énergie
cpT , on associe la loi de Fourier −k∇T ). Comme pour la ”vraie” viscosité (ou
viscosité moléculaire) νt est homogène à une vitesse fois une longueur. Comment
trouver l’expression de νt ? Il faut trouver une vitesse et une longueur judicieuses.
Par exemple dans le cas d’un jet on va prendre la vitesse au centre du jet, et la
largeur du jet, le produit sera νt !
Ici, dans le cas de la couche limite, il est plus judicieux de prendre la distance
à la paroi comme longueur (y ! et on met un coefficient κ) et la vitesse sera
y ∂<u>

∂y :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| avec l = κy.

* près de la paroi, là où :

∂

∂y
(νt

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = 0
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u+ ∼ 1/log(R) ∼ 0.05

δ1 ∼ (1/5)δ

δ2 ∼ 1/50δ
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vitesses ne sont plus suffisantes pour créer de la turbulence à un taux notable.
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Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :
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Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
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∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
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(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
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cpT , on associe la loi de Fourier −k∇T ). Comme pour la ”vraie” viscosité (ou
viscosité moléculaire) νt est homogène à une vitesse fois une longueur. Comment
trouver l’expression de νt ? Il faut trouver une vitesse et une longueur judicieuses.
Par exemple dans le cas d’un jet on va prendre la vitesse au centre du jet, et la
largeur du jet, le produit sera νt !
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flux proportionnel au gradient de cette quantité (par ex. pour un bilan d’énergie
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à la paroi comme longueur (y ! et on met un coefficient κ) et la vitesse sera
y ∂<u>

∂y :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| avec l = κy.

* près de la paroi, là où :
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à la paroi comme longueur (y ! et on met un coefficient κ) et la vitesse sera
y ∂<u>

∂y :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| avec l = κy.

* près de la paroi, là où :
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où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente
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toujours pas connu. Il faut pour l’estimer un modèle numérique. Le modèle le
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5.4.8. Viscosité turbulente-Longueur de mélange

5.4.8.1. Relation de fermeture de Prandtl

Nous venons de voir une description de la couche limite mais nous n’avons
toujours pas vu comment la calculer explicitement : le terme de tension de
Reynolds, dont l’ordre de grandeur u2

τqui nous a servi de petit paramètre n’est
toujours pas connu. Il faut pour l’estimer un modèle numérique. Le modèle le
plus simple à envisager est fondé sur des idées de dimensions : on ferme les
équations en faisant apparâıtre une viscosité turbulente (eddy viscosity) :

− < u′v′ >= νt
∂ < u >

∂y
.

Cette forme est en fait directement inspirée des équations constitutives de la
mécanique des fluides : en effet à une quantité dont on fait le bilan, on associe un
flux proportionnel au gradient de cette quantité (par ex. pour un bilan d’énergie
cpT , on associe la loi de Fourier −k∇T ). Comme pour la ”vraie” viscosité (ou
viscosité moléculaire) νt est homogène à une vitesse fois une longueur. Comment
trouver l’expression de νt ? Il faut trouver une vitesse et une longueur judicieuses.
Par exemple dans le cas d’un jet on va prendre la vitesse au centre du jet, et la
largeur du jet, le produit sera νt !
Ici, dans le cas de la couche limite, il est plus judicieux de prendre la distance
à la paroi comme longueur (y ! et on met un coefficient κ) et la vitesse sera
y ∂<u>

∂y :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| avec l = κy.

* près de la paroi, là où :

∂

∂y
(νt

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = 0
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Loin de la paroi, les effets visqueux sont négligeables, et les variations de

vitesses ne sont plus suffisantes pour créer de la turbulence à un taux notable.

5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :

(ν
∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
∂ < u >

∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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- une couche de paroi (Wall Layer) sous couche visqueuse, avec sa loi de
paroi (law of the wall) :

u = uτU + (y/δ+, x/L) −→ uτ

κ
Log(y/δ+) pour y/δ+ −→∞

y mesuré par δ+ ∼ LLog(R)/R, la forme uτ
κ Log(y/δ+) + uτC est valable pour

30 < y/δ+ < 300, avec κ = 0.41 et C = 5.0
- valeurs typiques en aéronautique

u+ ∼ 1/log(R) ∼ 0.05

δ1 ∼ (1/5)δ

δ2 ∼ 1/50δ

5.4.8. Viscosité turbulente-Longueur de mélange

5.4.8.1. Relation de fermeture de Prandtl

Nous venons de voir une description de la couche limite mais nous n’avons
toujours pas vu comment la calculer explicitement : le terme de tension de
Reynolds, dont l’ordre de grandeur u2

τqui nous a servi de petit paramètre n’est
toujours pas connu. Il faut pour l’estimer un modèle numérique. Le modèle le
plus simple à envisager est fondé sur des idées de dimensions : on ferme les
équations en faisant apparâıtre une viscosité turbulente (eddy viscosity) :

− < u′v′ >= νt
∂ < u >

∂y
.

Cette forme est en fait directement inspirée des équations constitutives de la
mécanique des fluides : en effet à une quantité dont on fait le bilan, on associe un
flux proportionnel au gradient de cette quantité (par ex. pour un bilan d’énergie
cpT , on associe la loi de Fourier −k∇T ). Comme pour la ”vraie” viscosité (ou
viscosité moléculaire) νt est homogène à une vitesse fois une longueur. Comment
trouver l’expression de νt ? Il faut trouver une vitesse et une longueur judicieuses.
Par exemple dans le cas d’un jet on va prendre la vitesse au centre du jet, et la
largeur du jet, le produit sera νt !
Ici, dans le cas de la couche limite, il est plus judicieux de prendre la distance
à la paroi comme longueur (y ! et on met un coefficient κ) et la vitesse sera
y ∂<u>

∂y :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| avec l = κy.

* près de la paroi, là où :

∂

∂y
(νt
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∂y
− < u′v′ >) = 0
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y mesuré par δ+ ∼ LLog(R)/R, la forme uτ
κ Log(y/δ+) + uτC est valable pour

30 < y/δ+ < 300, avec κ = 0.41 et C = 5.0
- valeurs typiques en aéronautique
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que :
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définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :
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< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
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sous couche visqueuse
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couche déficitaire
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- une couche de paroi (Wall Layer) sous couche visqueuse, avec sa loi de
paroi (law of the wall) :

u = uτU + (y/δ+, x/L) −→ uτ

κ
Log(y/δ+) pour y/δ+ −→∞

y mesuré par δ+ ∼ LLog(R)/R, la forme uτ
κ Log(y/δ+) + uτC est valable pour

30 < y/δ+ < 300, avec κ = 0.41 et C = 5.0
- valeurs typiques en aéronautique

u+ ∼ 1/log(R) ∼ 0.05

δ1 ∼ (1/5)δ

δ2 ∼ 1/50δ

5.4.8. Viscosité turbulente-Longueur de mélange

5.4.8.1. Relation de fermeture de Prandtl

Nous venons de voir une description de la couche limite mais nous n’avons
toujours pas vu comment la calculer explicitement : le terme de tension de
Reynolds, dont l’ordre de grandeur u2

τqui nous a servi de petit paramètre n’est
toujours pas connu. Il faut pour l’estimer un modèle numérique. Le modèle le
plus simple à envisager est fondé sur des idées de dimensions : on ferme les
équations en faisant apparâıtre une viscosité turbulente (eddy viscosity) :

− < u′v′ >= νt
∂ < u >

∂y
.

Cette forme est en fait directement inspirée des équations constitutives de la
mécanique des fluides : en effet à une quantité dont on fait le bilan, on associe un
flux proportionnel au gradient de cette quantité (par ex. pour un bilan d’énergie
cpT , on associe la loi de Fourier −k∇T ). Comme pour la ”vraie” viscosité (ou
viscosité moléculaire) νt est homogène à une vitesse fois une longueur. Comment
trouver l’expression de νt ? Il faut trouver une vitesse et une longueur judicieuses.
Par exemple dans le cas d’un jet on va prendre la vitesse au centre du jet, et la
largeur du jet, le produit sera νt !
Ici, dans le cas de la couche limite, il est plus judicieux de prendre la distance
à la paroi comme longueur (y ! et on met un coefficient κ) et la vitesse sera
y ∂<u>

∂y :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| avec l = κy.

* près de la paroi, là où :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = 0
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− < u′v′ >= νt
∂ < u >

∂y
.

Cette forme est en fait directement inspirée des équations constitutives de la
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on substitue avec l’expression retenue et on a :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
+ κ2y2(

∂ < u >

∂y
)2) = 0

qui devient ∂2

∂y2 = 0, donc la loi linéaire est retrouvée.

*loin de la paroi le frottement reste constant, le frottement laminaire est
négligeable :

ρκ2y2(
∂ < u >

∂y
)2) ∼ −µ

∂ < u >

∂y
+ τp donc y(

∂ < u >

∂y
) ∼ τ1/2

p

ρ1/2κ

la loi logarithmique est récupérée par ce modèle simpliste.

5.4.8.2. Relation de fermeture de type Cebeci Smith

Cette idée de Prandtl du début du siècle a ensuite été modifiée dans les
années 60/70 de manière à saturer la longueur de mélange (Van Driest, Cebecci
Smith...). On décompose la couche limite en deux régions, une région où :

l = κy(1− e−y+/A+
); A+ = 26, κ = 0.41, y+ = uτy/ν

avec pour uτ la valeur du frottement à la paroi (la relation est implicite) puis,
dans une seconde région, on sature complètement (bien entendu νt est continue) :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| = 0.0168U0δ1.

La quantité δ1 est l’épaisseur de déplacement. Loin de la paroi, on utilise la
vitesse extérieure et l’épaisseur de couche limite. Ce sont des modèles à ”zéro
équation”. Ils sont bien adaptés à l’aérodynamique.
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Loin de la paroi, les effets visqueux sont négligeables, et les variations de

vitesses ne sont plus suffisantes pour créer de la turbulence à un taux notable.

5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
écoulement turbulent. Dans le cas d’une plaque plane on a ∂p/∂xnul, s’il s’agit
d’une aile, le gradient sera supposé faible. La vitesse de fluide parfait est U0

constante.

5.4.4. − >région interne

La turbulence génère un tenseur de Reynolds − < u′v′ > important (nous
l’avons vu expérimentalement), on a a priori les termes d’inertie, de tension
de Reynolds, et de viscosité. On cherche à éliminer des termes, et on présent
que l’inertie est négligeable et que c’est la viscosité qui contre la turbulence.
La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
empirique de le dire est que sinon on aurait une accélération importante dans
la couche limite... Une manière plus asymptotique est de dire qu’il existe une
échelle δ+ telle que l’on puisse garder ces deux termes. On part donc du principe
que :

(ν
∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = constante.

Appelons cette constante τp/ρ. Très près de la paroi < u′v′ > est négligeable
(peu de fluctuations autour de 0 : adhérence à la paroi), et on donc, pour y petit
mesuré dans l’échelle δ+, elle même petite :

τp = µ
∂ < u >

∂y
=> loi linéaire.

Le frottement conserve sa valeur à la paroi. (τp/ρ) est homogène à [U2
0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche
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on substitue avec l’expression retenue et on a :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
+ κ2y2(

∂ < u >

∂y
)2) = 0

qui devient ∂2

∂y2 = 0, donc la loi linéaire est retrouvée.

*loin de la paroi le frottement reste constant, le frottement laminaire est
négligeable :

ρκ2y2(
∂ < u >

∂y
)2) ∼ −µ

∂ < u >

∂y
+ τp donc y(

∂ < u >

∂y
) ∼ τ1/2

p

ρ1/2κ

la loi logarithmique est récupérée par ce modèle simpliste.

5.4.8.2. Relation de fermeture de type Cebeci Smith

Cette idée de Prandtl du début du siècle a ensuite été modifiée dans les
années 60/70 de manière à saturer la longueur de mélange (Van Driest, Cebecci
Smith...). On décompose la couche limite en deux régions, une région où :

l = κy(1− e−y+/A+
); A+ = 26, κ = 0.41, y+ = uτy/ν

avec pour uτ la valeur du frottement à la paroi (la relation est implicite) puis,
dans une seconde région, on sature complètement (bien entendu νt est continue) :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| = 0.0168U0δ1.

La quantité δ1 est l’épaisseur de déplacement. Loin de la paroi, on utilise la
vitesse extérieure et l’épaisseur de couche limite. Ce sont des modèles à ”zéro
équation”. Ils sont bien adaptés à l’aérodynamique.
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- une couche de paroi (Wall Layer) sous couche visqueuse, avec sa loi de
paroi (law of the wall) :

u = uτU + (y/δ+, x/L) −→ uτ

κ
Log(y/δ+) pour y/δ+ −→∞

y mesuré par δ+ ∼ LLog(R)/R, la forme uτ
κ Log(y/δ+) + uτC est valable pour

30 < y/δ+ < 300, avec κ = 0.41 et C = 5.0
- valeurs typiques en aéronautique

u+ ∼ 1/log(R) ∼ 0.05

δ1 ∼ (1/5)δ

δ2 ∼ 1/50δ

5.4.8. Viscosité turbulente-Longueur de mélange

5.4.8.1. Relation de fermeture de Prandtl

Nous venons de voir une description de la couche limite mais nous n’avons
toujours pas vu comment la calculer explicitement : le terme de tension de
Reynolds, dont l’ordre de grandeur u2

τqui nous a servi de petit paramètre n’est
toujours pas connu. Il faut pour l’estimer un modèle numérique. Le modèle le
plus simple à envisager est fondé sur des idées de dimensions : on ferme les
équations en faisant apparâıtre une viscosité turbulente (eddy viscosity) :

− < u′v′ >= νt
∂ < u >

∂y
.

Cette forme est en fait directement inspirée des équations constitutives de la
mécanique des fluides : en effet à une quantité dont on fait le bilan, on associe un
flux proportionnel au gradient de cette quantité (par ex. pour un bilan d’énergie
cpT , on associe la loi de Fourier −k∇T ). Comme pour la ”vraie” viscosité (ou
viscosité moléculaire) νt est homogène à une vitesse fois une longueur. Comment
trouver l’expression de νt ? Il faut trouver une vitesse et une longueur judicieuses.
Par exemple dans le cas d’un jet on va prendre la vitesse au centre du jet, et la
largeur du jet, le produit sera νt !
Ici, dans le cas de la couche limite, il est plus judicieux de prendre la distance
à la paroi comme longueur (y ! et on met un coefficient κ) et la vitesse sera
y ∂<u>

∂y :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| avec l = κy.

* près de la paroi, là où :

∂

∂y
(νt

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = 0
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0 ], on

définit uτ à partir de (τp/ρ). uτ est appelé l’intensité de la turbulence et définie
par :

uτ =
√

(τp/ρ) = U0

√
(Cf/2)

où τp est la valeur du fottement à la paroi, (1/2)Cfu2
τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
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τ est une notation équivalente
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vitesses ne sont plus suffisantes pour créer de la turbulence à un taux notable.

5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
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on substitue avec l’expression retenue et on a :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
+ κ2y2(

∂ < u >

∂y
)2) = 0

qui devient ∂2

∂y2 = 0, donc la loi linéaire est retrouvée.

*loin de la paroi le frottement reste constant, le frottement laminaire est
négligeable :

ρκ2y2(
∂ < u >

∂y
)2) ∼ −µ

∂ < u >

∂y
+ τp donc y(

∂ < u >

∂y
) ∼ τ1/2

p

ρ1/2κ

la loi logarithmique est récupérée par ce modèle simpliste.

5.4.8.2. Relation de fermeture de type Cebeci Smith

Cette idée de Prandtl du début du siècle a ensuite été modifiée dans les
années 60/70 de manière à saturer la longueur de mélange (Van Driest, Cebecci
Smith...). On décompose la couche limite en deux régions, une région où :

l = κy(1− e−y+/A+
); A+ = 26, κ = 0.41, y+ = uτy/ν

avec pour uτ la valeur du frottement à la paroi (la relation est implicite) puis,
dans une seconde région, on sature complètement (bien entendu νt est continue) :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| = 0.0168U0δ1.

La quantité δ1 est l’épaisseur de déplacement. Loin de la paroi, on utilise la
vitesse extérieure et l’épaisseur de couche limite. Ce sont des modèles à ”zéro
équation”. Ils sont bien adaptés à l’aérodynamique.
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- une couche de paroi (Wall Layer) sous couche visqueuse, avec sa loi de
paroi (law of the wall) :

u = uτU + (y/δ+, x/L) −→ uτ
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y mesuré par δ+ ∼ LLog(R)/R, la forme uτ
κ Log(y/δ+) + uτC est valable pour

30 < y/δ+ < 300, avec κ = 0.41 et C = 5.0
- valeurs typiques en aéronautique

u+ ∼ 1/log(R) ∼ 0.05

δ1 ∼ (1/5)δ

δ2 ∼ 1/50δ
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Nous venons de voir une description de la couche limite mais nous n’avons
toujours pas vu comment la calculer explicitement : le terme de tension de
Reynolds, dont l’ordre de grandeur u2

τqui nous a servi de petit paramètre n’est
toujours pas connu. Il faut pour l’estimer un modèle numérique. Le modèle le
plus simple à envisager est fondé sur des idées de dimensions : on ferme les
équations en faisant apparâıtre une viscosité turbulente (eddy viscosity) :

− < u′v′ >= νt
∂ < u >

∂y
.

Cette forme est en fait directement inspirée des équations constitutives de la
mécanique des fluides : en effet à une quantité dont on fait le bilan, on associe un
flux proportionnel au gradient de cette quantité (par ex. pour un bilan d’énergie
cpT , on associe la loi de Fourier −k∇T ). Comme pour la ”vraie” viscosité (ou
viscosité moléculaire) νt est homogène à une vitesse fois une longueur. Comment
trouver l’expression de νt ? Il faut trouver une vitesse et une longueur judicieuses.
Par exemple dans le cas d’un jet on va prendre la vitesse au centre du jet, et la
largeur du jet, le produit sera νt !
Ici, dans le cas de la couche limite, il est plus judicieux de prendre la distance
à la paroi comme longueur (y ! et on met un coefficient κ) et la vitesse sera
y ∂<u>

∂y :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| avec l = κy.

* près de la paroi, là où :

∂
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La somme des deux termes du RHS reste à peu près constante. Une manière
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0 ], on
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par :
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τ est une notation équivalente

pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
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pour τp. De même u+ ou u∗ sont des notations équivalentes à uτ que l’on trouve
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on substitue avec l’expression retenue et on a :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
+ κ2y2(

∂ < u >

∂y
)2) = 0

qui devient ∂2

∂y2 = 0, donc la loi linéaire est retrouvée.

*loin de la paroi le frottement reste constant, le frottement laminaire est
négligeable :

ρκ2y2(
∂ < u >

∂y
)2) ∼ −µ

∂ < u >

∂y
+ τp donc y(

∂ < u >

∂y
) ∼ τ1/2

p

ρ1/2κ

la loi logarithmique est récupérée par ce modèle simpliste.

5.4.8.2. Relation de fermeture de type Cebeci Smith

Cette idée de Prandtl du début du siècle a ensuite été modifiée dans les
années 60/70 de manière à saturer la longueur de mélange (Van Driest, Cebecci
Smith...). On décompose la couche limite en deux régions, une région où :

l = κy(1− e−y+/A+
); A+ = 26, κ = 0.41, y+ = uτy/ν

avec pour uτ la valeur du frottement à la paroi (la relation est implicite) puis,
dans une seconde région, on sature complètement (bien entendu νt est continue) :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| = 0.0168U0δ1.

La quantité δ1 est l’épaisseur de déplacement. Loin de la paroi, on utilise la
vitesse extérieure et l’épaisseur de couche limite. Ce sont des modèles à ”zéro
équation”. Ils sont bien adaptés à l’aérodynamique.
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- une couche de paroi (Wall Layer) sous couche visqueuse, avec sa loi de
paroi (law of the wall) :

u = uτU + (y/δ+, x/L) −→ uτ

κ
Log(y/δ+) pour y/δ+ −→∞

y mesuré par δ+ ∼ LLog(R)/R, la forme uτ
κ Log(y/δ+) + uτC est valable pour

30 < y/δ+ < 300, avec κ = 0.41 et C = 5.0
- valeurs typiques en aéronautique

u+ ∼ 1/log(R) ∼ 0.05

δ1 ∼ (1/5)δ

δ2 ∼ 1/50δ

5.4.8. Viscosité turbulente-Longueur de mélange

5.4.8.1. Relation de fermeture de Prandtl

Nous venons de voir une description de la couche limite mais nous n’avons
toujours pas vu comment la calculer explicitement : le terme de tension de
Reynolds, dont l’ordre de grandeur u2

τqui nous a servi de petit paramètre n’est
toujours pas connu. Il faut pour l’estimer un modèle numérique. Le modèle le
plus simple à envisager est fondé sur des idées de dimensions : on ferme les
équations en faisant apparâıtre une viscosité turbulente (eddy viscosity) :

− < u′v′ >= νt
∂ < u >

∂y
.

Cette forme est en fait directement inspirée des équations constitutives de la
mécanique des fluides : en effet à une quantité dont on fait le bilan, on associe un
flux proportionnel au gradient de cette quantité (par ex. pour un bilan d’énergie
cpT , on associe la loi de Fourier −k∇T ). Comme pour la ”vraie” viscosité (ou
viscosité moléculaire) νt est homogène à une vitesse fois une longueur. Comment
trouver l’expression de νt ? Il faut trouver une vitesse et une longueur judicieuses.
Par exemple dans le cas d’un jet on va prendre la vitesse au centre du jet, et la
largeur du jet, le produit sera νt !
Ici, dans le cas de la couche limite, il est plus judicieux de prendre la distance
à la paroi comme longueur (y ! et on met un coefficient κ) et la vitesse sera
y ∂<u>

∂y :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| avec l = κy.

* près de la paroi, là où :

∂

∂y
(νt

∂ < u >

∂y
− < u′v′ >) = 0
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5.4.3. Loi log de paroi/ loi de sillage

Nous allons ici établir simplement la forme du profil de vitesse dans un
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τ est une notation équivalente
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dans la littérature. Si on pose :

uτ =
√

(τp/ρ), U+ =< u > /uτ , y+ = yuτ/ν = y/δ+.

< u > /uτ = uτy/ν, ou U+ = y+

on constate que la vitesse (sans dimension) est linéaire, avec les échelles choisies
on a proportion simple : U+ = y+, pour y+ −→ 0. L’épaisseur de cette couche

- 5.11-

Transferts turbulents

est donc mesurée par δ+ = L/(Ruτ ) :

< u >

uτ
=

uτy

ν

C’est ce que l’on appelle la ”sous couche visqueuse”.
Plus loin de la paroi (ν ∂<u>

∂y ) devient plus faible, et décrôıt. La zone linéaire
du profil de vitesse s’étend jusqu’à y+ ∼ 7. On note qu’en laminaire l’échelle
conduisant à la dégénérescence du profil en droite est quelconque, mais plus
petite que LR−1/2.

5.4.5. − > région log

Ensuite, il existe une nouvelle région (toujours à l’échelle δ+) qui va faire
une première transition entre ce comportement linéaire et la valeur 1.

Fig. 7 – dessin de ((ν ∂<u>
∂y − < u′v′ >))/τp en fonction de la distance à la

paroi.

On a uτ , y et ν comme paramètres. Loin de la paroi (mais toujours à l’échelle
ν/uτ )la valeur de la viscosité ν n’a plus d’influence : la turbulence écrase la vis-
cosité laminaire. L’ordre de grandeur de ∂ < u > /∂y par analyse dimensionnelle
est simplement :

∂ < u >

∂y
∼ O(< u >)

O(y)
= κ−1 uτ

y

avec κ coefficient ad hoc (constante de Kármán), donc si on intègre l’expression
∂ < u > /∂y ∼ κ−1uτ/y, il apparâıt :

< u > /uτ = κ−1Log(uτy/ν) + C soit u+ = κ−1Log(y+) + C.

Expérimentalement les valeurs sont : C ∼ 5 et κ = 0.41 :

< u > /uτ = 2.4Log(uτy/ν) + 5 ou < u > /uτ = 5.6log10(uτy/ν) + 5.

C’est la région de ”Loi log de paroi”. Elle est valable pour 20 < y+ < 10000
(environ).
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conduisant à la dégénérescence du profil en droite est quelconque, mais plus
petite que LR−1/2.

5.4.5. − > région log

Ensuite, il existe une nouvelle région (toujours à l’échelle δ+) qui va faire
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Expérimentalement les valeurs sont : C ∼ 5 et κ = 0.41 :

< u > /uτ = 2.4Log(uτy/ν) + 5 ou < u > /uτ = 5.6log10(uτy/ν) + 5.

C’est la région de ”Loi log de paroi”. Elle est valable pour 20 < y+ < 10000
(environ).

- 5.12-

Transferts turbulents

on substitue avec l’expression retenue et on a :

∂

∂y
(ν

∂ < u >

∂y
+ κ2y2(

∂ < u >

∂y
)2) = 0

qui devient ∂2

∂y2 = 0, donc la loi linéaire est retrouvée.

*loin de la paroi le frottement reste constant, le frottement laminaire est
négligeable :

ρκ2y2(
∂ < u >

∂y
)2) ∼ −µ

∂ < u >

∂y
+ τp donc y(

∂ < u >

∂y
) ∼ τ1/2

p

ρ1/2κ

la loi logarithmique est récupérée par ce modèle simpliste.

5.4.8.2. Relation de fermeture de type Cebeci Smith

Cette idée de Prandtl du début du siècle a ensuite été modifiée dans les
années 60/70 de manière à saturer la longueur de mélange (Van Driest, Cebecci
Smith...). On décompose la couche limite en deux régions, une région où :

l = κy(1− e−y+/A+
); A+ = 26, κ = 0.41, y+ = uτy/ν

avec pour uτ la valeur du frottement à la paroi (la relation est implicite) puis,
dans une seconde région, on sature complètement (bien entendu νt est continue) :

νt = l2|∂ < u >

∂y
| = 0.0168U0δ1.

La quantité δ1 est l’épaisseur de déplacement. Loin de la paroi, on utilise la
vitesse extérieure et l’épaisseur de couche limite. Ce sont des modèles à ”zéro
équation”. Ils sont bien adaptés à l’aérodynamique.
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5.7. Application à la thermique.

5.7.1 lois de paroi

Nous seront assez brefs, et nous n’examinons ici que le cas de la plaque
plane dans un écoulement uniforme incompressible, à coefficients constants. Le
problème dynamique est donc découplé du problème thermique, et nous l’avons
étudié plus haut. L’équation de la chaleur devient :

< u >
∂ < T >

∂x
+ < v >

∂ < T >

∂y
=

∂

∂y
(

k

ρcp

∂

∂y
< T > − < v′T ′ >) + etc

Bien entendu, par analogie avec les fermetures visqueuses, on définira un nombre
de Prandt turbulent tel que :

− < v′T ′ >=
νt

Prt

∂

∂y
< T >

Une approximation usuelle est de prendre Prt = 0.85. On peut définir une
température de friction :

Tτ = − < qw > /(ρcpuτ ) et définir θ+ =
< T > −Tw

Tτ
.

On peut mettre en évidence un profil de température universel :
- avec une région linéaire (pour y+ < 20) :

< T > −Tw

Tτ
∼ yνPrt

uτ

- et une région logarithmique :

< T > −Tw

Tτ
∼ Prt

κ
Log(

yν

uτ
) + C(Pr),

avec la valeur empirique :

C(Pr) ∼ 13.7Pr2/3 − 7.5

une autre qui est proche à quelques pourcents :

C(Pr) ∼ ((3.85Pr1/3 − 1.2)2 + 2.12Log(Pr))

Donnons une valeur simple empirique du Nusselt moyen pour une plaque plane
de longueur L :

NuL ∼ 0.03Re4/5
L .
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de Prandt turbulent tel que :

− < v′T ′ >=
νt

Prt

∂

∂y
< T >

Une approximation usuelle est de prendre Prt = 0.85. On peut définir une
température de friction :

Tτ = − < qw > /(ρcpuτ ) et définir θ+ =
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température de friction :

Tτ = − < qw > /(ρcpuτ ) et définir θ+ =
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- avec une région linéaire (pour y+ < 20) :

< T > −Tw

Tτ
∼ yνPrt

uτ

- et une région logarithmique :

< T > −Tw

Tτ
∼ Prt

κ
Log(

yν

uτ
) + C(Pr),

avec la valeur empirique :

C(Pr) ∼ 13.7Pr2/3 − 7.5

une autre qui est proche à quelques pourcents :
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C(Pr) ∼ ((3.85Pr1/3 − 1.2)2 + 2.12Log(Pr))

Donnons une valeur simple empirique du Nusselt moyen pour une plaque plane
de longueur L :

NuL ∼ 0.03Re4/5
L .

- 5.23-



http://www.lmm.jussieu.fr/~lagree/SOURCES/Appliquette-JavaChal/guiChaTURB/index.html

Rappel: la PC Poiseuille Turbulent

http://www.lmm.jussieu.fr/~lagree/SOURCES/Appliquette-JavaChal/guiChaTURB/index.html
http://www.lmm.jussieu.fr/~lagree/SOURCES/Appliquette-JavaChal/guiChaTURB/index.html


3.2. STRUCTURES COHÉRENTES ET CYCLE AUTONOME 41

streaks. La figure 3.1 présente les streaks dans un plan parallèle aux parois
et les tourbillons quasi-longitudinaux dans un plan orthogonal aux parois.
à proximité d’une paroi d’un canal plan. Plusieurs études (voir Kim, Kline

0.2333

0.1000

-0.0333

-0.1667

-0.3000

(a) Streaks haute et basse vitesses

(b) Une paire de tourbillons contrarotatifs.

Fig. 3.1 – Structures cohérentes de la turbulence à proximité de la paroi.

et Reynolds [28] et Blackwelder et Eckelmann [6]) ont mis en évidence le
rôle des streaks basse vitesse dans la turbulence à proximité de la paroi. En
effet, l’éjection de ces streaks est une cause de transfert d’énergie vers les
autres échelles. Plus récemment, Orlandi et Jiménez [37], ont montré que
l’advection des streaks haute vitesse vers la paroi était la cause de l’aug-
mentation de la trainée moyenne. Ainsi, le processus de création des streaks
par les tourbillons quasi-longitudinaux est la cause directe de l’augmenta-
tion de trainée moyenne qu’on observe dans le écoulements turbulents, par
rapport aux écoulements laminaires. C’est pourquoi, beaucoup de dispositifs
de contrôle de la trainée de paroi dans un écoulement turbulent sont basés
sur l’affaiblissement des tourbillons longitudinaux. En particulier, Jiménez
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4.4 Paramètres de calcul

Dans les chap̂ıtres suivants, nous étudierons les effets de champs magné-
tiques de différentes intensités sur des écoulements subsoniques et superso-
niques. Ainsi, le paramètre RbReσ et le nombre de Mach seront amenés à va-
rier selon les cas de calcul. Leurs valeurs seront donc précisées systématiquement.
Nous présentons ici les valeurs des paramètres communs à tous les cas de
calcul. Nous retrouverons des paramètres de dicrétisation et des paramètres
physiques.

4.4.1 Paramètres de discrétisation

Pour la discrétisation spatiale, les paramètres sont les dimensions du canal
plan et le nombre de points dans chaque direction. La longueur de référence
étant la demi-hauteur du canal Lz, cette dernière est fixée à 1. Les dimensions
dans les autres directions sont choisies suffisament grandes pour permettre
aux structures cohérentes caractérisant la turbulence à proximité de la pa-
roi de s’établir. Les valeurs choisies sont de Lx = 3π dans la direction de
l’écoulement et de Ly = π dans la direction transversale.

Le nombre de points de maillage est de Nx = 192 dans la direction de
l’écoulement, de Ny = 64 dans la direction transversale et de Nz = 129 dans
la hauteur. De plus, afin de pouvoir prendre en compte les petites échelles
à proximité de la paroi, le maillage dans la hauteur du canal est choisi non
régulier, avec une taille de première maille à la paroi de z0 = 5.10−3, afin de
pouvoir faire des calculs avec un nombre de Reynolds de frottement Reτ =
200.

Enfin, pour permettre une bonne convergence des calcul, le nombre CFL
est pris égal à 0.5.

Tab. 4.2 – Valeurs des paramètres de discrétisation

Lx Ly Lz Nx Ny Nz z0 CFL
3π π 1 192 64 129 5.10−3 0.5

4.4.2 Paramètres physiques

Les paramètres physiques communs aux différents cas de calcul sont le
nombre de Reynold Re, le nombre de Prandtl Pr, le rapport des capacités

4.4. PARAMÈTRES DE CALCUL 59

thermique γ et la température des parois. Le nombre de Reynolds Re est
fixé de manière à avoir un nombre de Reynolds de frottement Reτ de 200,
en l’absence de champ magnétique. D’après les corrélations de Dean (voir
Lenormand et Sagaut [32]), Re est fixé à 3121.044. Le nobre de Prandtl est
choisi égal à 0.72, le rapport des capacités thermique à 1.2 et la température
des parois à 293.5K.

Tab. 4.3 – Valeurs des paramètres physiques communs à tous les cas de
calcul

Re Pr γ T0

3121.044 0.72 1.2 293.5
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Fig. 5.6 – Vitesse longitudinale moyenne pour les cas A et B
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Fig. 5.7 – Vitesse longitudinale moyenne pour les cas A et B
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(a) RbReσ = 10−3

(b) RbReσ = 10−2

Fig. 5.19 – Streaks et force magnétique dans un plan xz.

100h de calcul par DNS



k ε k epsilon

On a fait apparaître le terme que l'on appelle terme de tension turbulente: -ρ<ui'uj'>. 
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