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3.4. couche limite thermique incompressible sur une plaque
plane

3.4.1. Température imposée

3.4.1.1. équations

Fig. 15 – La plaque

Un autre cas ”simple” est celui de la plaque plane maintenue à la température
uniforme Tw plongée dans un écoulement uniforme de vitesse U∞ et de température
T∞ au loin, on suppose que le régime stationnaire est obtenu. On définit le
nombre de Reynolds par R∞ = U∞L/ν. Il est grand.

On se place à la distance L du bord d’attaque. Le problème thermique est
alors :

(ū · ∇̄)T̄ =
1

Pe
∇̄2

T̄ + 2
E

R∞
D̄ : D̄,

et T connue sur la paroi (Tw) et au loin en amont et au loin tout en haut (T∞)).
Si Pe→∞, à Pr fixé, il ne reste que :

(ū · ∇̄)T̄ = 0

La température de la paroi n’échauffe pas le fluide. On avait le même problème
avec l’équation de la dynamique, pour lever ce paradoxe, on avait introduit une
couche limite δ = L/

√
Re. On garde toujours la même échelle en x, mais on

agrandit l’échelle transverse en y.
équations dynamiques

Les équations de la dynamique devenaient :

∂ũ

∂x̄
+

∂ṽ

∂ỹ
= 0,

ũ
∂ũ

∂x̄
+ ṽ

∂ũ

∂ỹ
=

∂2ũ

∂ỹ2

Avec pour conditions aux limites ũ(x̄, 0) = 0, ũ(x̄,∞) = 1. On en trouvait une
solution semblable :

ϕ = x̄1/2f(η), ξ = x̄, η = ỹ/
√

x̄.
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(ū · ∇̄)T̄ =
1

Pe
∇̄2

T̄ + 2
E

R∞
D̄ : D̄,

et T connue sur la paroi (Tw) et au loin en amont et au loin tout en haut (T∞)).
Si Pe→∞, à Pr fixé, il ne reste que :
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agrandit l’échelle transverse en y.
équations dynamiques
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∂

∂x̄
=

∂

∂ξ
− η

2ξ

∂

∂η
, et

∂

∂ỹ
=

1√
ξ

∂

∂η

ũ = f ′(η), ṽ =
1

2
√

ξ
(ηf ′ − f)

La partie dynamique admet donc la solution de Blasius bien connue : ũ = f ′(η),
avec η = ỹ/

√
x̄ et telle que :

2f ′′′ + ff ′′ = 0 avec f(0) = f ′(0) = 0 et f ′(∞) = 1.

La résolution numérique par une méthode ad hoc de cette équation donne
f ′′(0) = 0.332, et le profil de vitesse a l’allure suivante figure 16 : On trace sur

Fig. 16 – f ′(η) profil de vitesse : f ′ en abscisse, η en ordonnée.

la figure 17 u(η) = f ′(η) et (ηf ′ − f) :
On constate que la vitesse transverse à l’”infini” n’est pas nulle, il y a souf-

flage... la plaque perturbe le fluide parfait.
On en déduit l’épaisseur de déplacement δ1 et le frottement à la paroi...

δ1 = 1.7208 L√
R∞

x̄1/2, et τ = 0.332 ρU2 1√
R∞

x̄−1/2,

Ce sont en fait les ordres de grandeur fondamentaux à retenir !
Pour mémoire v →0.8604 U 1√

R∞
x̄−1/2 −1/2.

Équation de la chaleur
Pour ce qui est de l’équation de la chaleur, il faut calculer D̃. Il n’y reste que

les termes dominants en ∂ũ
∂ỹ , puis après contraction :

D̃ : D̃ = (
∂ũ

∂ỹ
)2.
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On se place à la distance L du bord d’attaque. Le problème thermique est
alors :
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∂ỹ
= 0,

ũ
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ũ
∂ũ
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La partie dynamique admet la solution de Blasius bien connue:    
                                                                             2f'''+f f'' =0 avec f(0)=f'(0)=0 et f'(∞)=1.         f''(0)=0.332,  
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profil de vitesse: f' en abscisse, η en ordonnée. 
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Les équations de la dynamique devenaient :

∂ũ
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f ′′(0) = 0.332, et le profil de vitesse a l’allure suivante figure 16 : On trace sur

Fig. 16 – f ′(η) profil de vitesse : f ′ en abscisse, η en ordonnée.

la figure 17 u(η) = f ′(η) et (ηf ′ − f) :
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∂ũ

∂ỹ
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uniforme Tw plongée dans un écoulement uniforme de vitesse U∞ et de température
T∞ au loin, on suppose que le régime stationnaire est obtenu. On définit le
nombre de Reynolds par R∞ = U∞L/ν. Il est grand.
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nombre de Reynolds par R∞ = U∞L/ν. Il est grand.

On se place à la distance L du bord d’attaque. Le problème thermique est
alors :

(ū · ∇̄)T̄ =
1

Pe
∇̄2

T̄ + 2
E

R∞
D̄ : D̄,

et T connue sur la paroi (Tw) et au loin en amont et au loin tout en haut (T∞)).
Si Pe→∞, à Pr fixé, il ne reste que :

(ū · ∇̄)T̄ = 0

La température de la paroi n’échauffe pas le fluide. On avait le même problème
avec l’équation de la dynamique, pour lever ce paradoxe, on avait introduit une
couche limite δ = L/

√
Re. On garde toujours la même échelle en x, mais on

agrandit l’échelle transverse en y.
équations dynamiques

Les équations de la dynamique devenaient :

∂ũ

∂x̄
+

∂ṽ

∂ỹ
= 0,

ũ
∂ũ

∂x̄
+ ṽ

∂ũ

∂ỹ
=

∂2ũ

∂ỹ2

Avec pour conditions aux limites ũ(x̄, 0) = 0, ũ(x̄,∞) = 1. On en trouvait une
solution semblable :

ϕ = x̄1/2f(η), ξ = x̄, η = ỹ/
√

x̄.
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Cette équation est en fait plus générale qu’il n’y parâıt. Elle peut être appliquée
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On se place à la distance L du bord d’attaque. Le problème thermique est
alors :
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ũ
∂ũ
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agrandit l’échelle transverse en y.
équations dynamiques
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∂ỹ2
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Navier Stokes par CASTEM
 

Re=500     Vitesse: iso U 



Couche Limite Interactive

Fig. 5 – À gauche, calcul de Navier Stokes par FreeFem++ à Re = 500, tracé les

lignes de courant. À droite, calcul de fluide parfait sur un corps en 1.7(Re)−1/2x̄/2,

on voit que les lignes de courant sont (presque) les mêmes, autrement dit on observe

l’effet de soufflage de la couche limite sur le fluide parfait (effet de second ordre).
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Fig. 6 – Calcul de Navier Stokes par FreeFem++ à Re = 500, à gauche on retrouve

bien le profil autosemblable de Blasius (par superposition parfaite de différents profils

tracés en fonction de la variable de similitude ȳ(Re/x̄)1/2). Au centre, si on regarde

plus loin ”que la couche limite” ces mêmes profils, on observe qu’il y a une décroissance

de la vitesse. A droite, la vitesse de fluide parfait sur un corps en 1.7(Re)−1/2x̄/2, on

voit que la vitesse de fluide parfait décrôıt de la valeur de glissement à la valeur à l’infini

lorsque l’on s’éloigne de la paroi. La surcroissance de vitesse (observée au centre et à

droite) s’interprète comme un effet de second ordre.

principal”. Cette couche limite est perturbée près de la paroi, là où la vitesse est
la plus faible. Les perturbations dues à cette sous couche, le ”pont inférieur”,
sont transmises dans le ”pont principal” (l’ancienne couche limite). Dans cette
couche, la perturbation est en fait une déflexion des lignes de courant, on l’ap-
pelle −A(x). Cette déflexion des lignes de courant se traduit par un déplacement
du fluide parfait (”pont supérieur”). Ce déplacement provoque une variation de
pression. Cette variation de pression est transmise de haut en bas, au travers
du pont principal jusqu’au pont inférieur.
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Couche limite dynamique et thermique incompressible sur une plaque plane

Convection Forcée

3.4. couche limite thermique incompressible sur une plaque
plane

3.4.1. Température imposée

3.4.1.1. équations

Fig. 15 – La plaque

Un autre cas ”simple” est celui de la plaque plane maintenue à la température
uniforme Tw plongée dans un écoulement uniforme de vitesse U∞ et de température
T∞ au loin, on suppose que le régime stationnaire est obtenu. On définit le
nombre de Reynolds par R∞ = U∞L/ν. Il est grand.

On se place à la distance L du bord d’attaque. Le problème thermique est
alors :

(ū · ∇̄)T̄ =
1

Pe
∇̄2

T̄ + 2
E

R∞
D̄ : D̄,

et T connue sur la paroi (Tw) et au loin en amont et au loin tout en haut (T∞)).
Si Pe→∞, à Pr fixé, il ne reste que :

(ū · ∇̄)T̄ = 0

La température de la paroi n’échauffe pas le fluide. On avait le même problème
avec l’équation de la dynamique, pour lever ce paradoxe, on avait introduit une
couche limite δ = L/

√
Re. On garde toujours la même échelle en x, mais on

agrandit l’échelle transverse en y.
équations dynamiques

Les équations de la dynamique devenaient :

∂ũ

∂x̄
+

∂ṽ

∂ỹ
= 0,

ũ
∂ũ

∂x̄
+ ṽ

∂ũ

∂ỹ
=

∂2ũ

∂ỹ2

Avec pour conditions aux limites ũ(x̄, 0) = 0, ũ(x̄,∞) = 1. On en trouvait une
solution semblable :

ϕ = x̄1/2f(η), ξ = x̄, η = ỹ/
√

x̄.
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Couche limite dynamique et thermique incompressible sur une plaque plane

Convection Forcée

Fig. 17 – vitesse longitudinale et transversale.

Comme on a posé T = T∞ + ∆T̃ , et (∆T ) = Tw − T∞, l’équation de l’énergie
s’écrit avec les variables de couche limite dynamique :

ũ
∂T̃

∂x̄
+ ṽ

∂T̃

∂ỹ
=

1
Pr

∂2T̃

∂ỹ2
+ E(

∂ũ

∂ỹ
)2.

T̃ (x̄, 0) = 1, T̃ (x̄,∞) = 0.

Cette équation est en fait plus générale qu’il n’y parâıt. Elle peut être appliquée
pour un corps quelconque dès lors que la courbure de la paroi n’est pas trop forte.
La coordonnée longitudinale x est alors l’abscisse curviligne s, la coordonnée y
est prise le long de la normale locale (l’équation dynamique est en revanche
différente, car il faut ajouter le terme de gradient de pression lié à la forme du
profil).

3.4.1.2. résolution cas E=0 Les vitesses s’exprimant avec η, il est raisonnable
de penser que s’exprime en fonction de η, posons T̃ = g(η). On a alors :

2g′′ + Prfg′ + 2EPrf ′′2 = 0.

Une solution évidente de cette équation est obtenue pour le jeux de pa-
ramètres suivants : Pr=1 et E = 0 ! Elle devient 2g′′+fg′ = 0, qui est l’équation
de Blasius si g′ = Kf ′′, la solution est évidente :

g = 1− f ′.

Si on garde encore E = 0, mais Pr quelconque, 2g′′ + Prfg′ = 0, on intègre,
après avoir remarqué que 2f ′′′/f ′ = −f :

g′′/g′ = Prf ′′′/f ′ donc g′ = K(f ′′)Pr.

une seconde intégration, en tenant compte de la condition en 0 :

g(η) =

∫∞
η [f ′′(ζ)]Prdζ

∫∞
0 [f ′′(ζ)]Prdζ

- 3.18-
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Fig. 17 – vitesse longitudinale et transversale.
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profil).

3.4.1.2. résolution cas E=0 Les vitesses s’exprimant avec η, il est raisonnable
de penser que s’exprime en fonction de η, posons T̃ = g(η). On a alors :

2g′′ + Prfg′ + 2EPrf ′′2 = 0.
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Fig. 18 – Profils g(η) à différents nombres de Prandtl.

Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).

à Pr=0.7 g’(0)=-0.293
à Pr=1 g’(0)=-0.332
à Pr=7 g’(0)=-0.646

3.4.1.3. Pr petit
Si le nombre de Prandtl est petit, l’épaisseur thermique est plus grande que

l’épaisseur dynamique : le fluide est bon conducteur de la chaleur. Changeons
l’échelle de η en η=Y ζ, Y >>1, comme l’équation est linéaire G(Y ) = g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention loin de la paroi f∼η (η est grand) donc f∼Y ζ (ζ est d’ordre
un). Par moindre dégénérescence Y = Pr−1/2. On peut ensuite montrer, après
résolution, que : g′(0)∼0.564Pr1/2.

3.4.1.4. Pr grand
Si le nombre de Prandtl est très grand, l’épaisseur thermique est plus petite

que l’épaisseur dynamique : le fluide est mauvais conducteur de la chaleur.
Changeons l’échelle de η en η=Y ζ, Y <<1, comme l’équation est linéaire G(Y ) =
g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention près de la paroi f∼donc f∼(0.33/2)(ζ2)Y 2. Par moindre
dégénérescence Y = Pr−1/3. On peut alors montrer, après résolution, que
g′(0) = −0.332Pr−1/3

3.4.1.5. Nusselt
Un grand miracle fait que cette expression (qui est normalement uniquement

valide pour Pr grand) est valide dans la plage ”utile” (eau - air).
Le flux à la paroi est (compte tenu de l’approximation précédente).

φ = 0.332Pr1/3kL−1R1/2
∞

Tw − T∞
x̄1/2

Le nombre de Nusselt est :

Nu =
φL

k(Tw − T∞)
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Fig. 18 – Profils g(η) à différents nombres de Prandtl.
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l’épaisseur dynamique : le fluide est bon conducteur de la chaleur. Changeons
l’échelle de η en η=Y ζ, Y >>1, comme l’équation est linéaire G(Y ) = g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention loin de la paroi f∼η (η est grand) donc f∼Y ζ (ζ est d’ordre
un). Par moindre dégénérescence Y = Pr−1/2. On peut ensuite montrer, après
résolution, que : g′(0)∼0.564Pr1/2.

3.4.1.4. Pr grand
Si le nombre de Prandtl est très grand, l’épaisseur thermique est plus petite

que l’épaisseur dynamique : le fluide est mauvais conducteur de la chaleur.
Changeons l’échelle de η en η=Y ζ, Y <<1, comme l’équation est linéaire G(Y ) =
g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention près de la paroi f∼donc f∼(0.33/2)(ζ2)Y 2. Par moindre
dégénérescence Y = Pr−1/3. On peut alors montrer, après résolution, que
g′(0) = −0.332Pr−1/3

3.4.1.5. Nusselt
Un grand miracle fait que cette expression (qui est normalement uniquement

valide pour Pr grand) est valide dans la plage ”utile” (eau - air).
Le flux à la paroi est (compte tenu de l’approximation précédente).

φ = 0.332Pr1/3kL−1R1/2
∞

Tw − T∞
x̄1/2

Le nombre de Nusselt est :

Nu =
φL

k(Tw − T∞)
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Comme on a posé T = T∞ + ∆T̃ , et (∆T ) = Tw − T∞, l’équation de l’énergie
s’écrit avec les variables de couche limite dynamique :

ũ
∂T̃

∂x̄
+ ṽ

∂T̃

∂ỹ
=

1
Pr

∂2T̃

∂ỹ2
+ E(

∂ũ

∂ỹ
)2.

T̃ (x̄, 0) = 1, T̃ (x̄,∞) = 0.

Cette équation est en fait plus générale qu’il n’y parâıt. Elle peut être appliquée
pour un corps quelconque dès lors que la courbure de la paroi n’est pas trop forte.
La coordonnée longitudinale x est alors l’abscisse curviligne s, la coordonnée y
est prise le long de la normale locale (l’équation dynamique est en revanche
différente, car il faut ajouter le terme de gradient de pression lié à la forme du
profil).

3.4.1.2. résolution cas E=0 Les vitesses s’exprimant avec η, il est raisonnable
de penser que s’exprime en fonction de η, posons T̃ = g(η). On a alors :

2g′′ + Prfg′ + 2EPrf ′′2 = 0.

Une solution évidente de cette équation est obtenue pour le jeux de pa-
ramètres suivants : Pr=1 et E = 0 ! Elle devient 2g′′+fg′ = 0, qui est l’équation
de Blasius si g′ = Kf ′′, la solution est évidente :

g = 1− f ′.

Si on garde encore E = 0, mais Pr quelconque, 2g′′ + Prfg′ = 0, on intègre,
après avoir remarqué que 2f ′′′/f ′ = −f :

g′′/g′ = Prf ′′′/f ′ donc g′ = K(f ′′)Pr.

une seconde intégration, en tenant compte de la condition en 0 :

g(η) =

∫∞
η [f ′′(ζ)]Prdζ

∫∞
0 [f ′′(ζ)]Prdζ
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Fig. 18 – Profils g(η) à différents nombres de Prandtl.

Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).

à Pr=0.7 g’(0)=-0.293
à Pr=1 g’(0)=-0.332
à Pr=7 g’(0)=-0.646

3.4.1.3. Pr petit
Si le nombre de Prandtl est petit, l’épaisseur thermique est plus grande que

l’épaisseur dynamique : le fluide est bon conducteur de la chaleur. Changeons
l’échelle de η en η=Y ζ, Y >>1, comme l’équation est linéaire G(Y ) = g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0
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Comme on a posé T = T∞ + ∆T̃ , et (∆T ) = Tw − T∞, l’équation de l’énergie
s’écrit avec les variables de couche limite dynamique :
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∂T̃

∂ỹ
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T̃ (x̄, 0) = 1, T̃ (x̄,∞) = 0.

Cette équation est en fait plus générale qu’il n’y parâıt. Elle peut être appliquée
pour un corps quelconque dès lors que la courbure de la paroi n’est pas trop forte.
La coordonnée longitudinale x est alors l’abscisse curviligne s, la coordonnée y
est prise le long de la normale locale (l’équation dynamique est en revanche
différente, car il faut ajouter le terme de gradient de pression lié à la forme du
profil).

3.4.1.2. résolution cas E=0 Les vitesses s’exprimant avec η, il est raisonnable
de penser que s’exprime en fonction de η, posons T̃ = g(η). On a alors :

2g′′ + Prfg′ + 2EPrf ′′2 = 0.

Une solution évidente de cette équation est obtenue pour le jeux de pa-
ramètres suivants : Pr=1 et E = 0 ! Elle devient 2g′′+fg′ = 0, qui est l’équation
de Blasius si g′ = Kf ′′, la solution est évidente :

g = 1− f ′.

Si on garde encore E = 0, mais Pr quelconque, 2g′′ + Prfg′ = 0, on intègre,
après avoir remarqué que 2f ′′′/f ′ = −f :

g′′/g′ = Prf ′′′/f ′ donc g′ = K(f ′′)Pr.

une seconde intégration, en tenant compte de la condition en 0 :

g(η) =

∫∞
η [f ′′(ζ)]Prdζ

∫∞
0 [f ′′(ζ)]Prdζ
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∂ỹ
=

1
Pr

∂2T̃

∂ỹ2
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Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).

à Pr=0.7 g’(0)=-0.293
à Pr=1 g’(0)=-0.332
à Pr=7 g’(0)=-0.646

3.4.1.3. Pr petit
Si le nombre de Prandtl est petit, l’épaisseur thermique est plus grande que

l’épaisseur dynamique : le fluide est bon conducteur de la chaleur. Changeons
l’échelle de η en η=Y ζ, Y >>1, comme l’équation est linéaire G(Y ) = g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention loin de la paroi f∼η (η est grand) donc f∼Y ζ (ζ est d’ordre
un). Par moindre dégénérescence Y = Pr−1/2. On peut ensuite montrer, après
résolution, que : g′(0)∼0.564Pr1/2.

3.4.1.4. Pr grand
Si le nombre de Prandtl est très grand, l’épaisseur thermique est plus petite

que l’épaisseur dynamique : le fluide est mauvais conducteur de la chaleur.
Changeons l’échelle de η en η=Y ζ, Y <<1, comme l’équation est linéaire G(Y ) =
g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention près de la paroi f∼donc f∼(0.33/2)(ζ2)Y 2. Par moindre
dégénérescence Y = Pr−1/3. On peut alors montrer, après résolution, que
g′(0) = −0.332Pr−1/3

3.4.1.5. Nusselt
Un grand miracle fait que cette expression (qui est normalement uniquement

valide pour Pr grand) est valide dans la plage ”utile” (eau - air).
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Si le nombre de Prandtl est très grand, l’épaisseur thermique est plus petite

que l’épaisseur dynamique : le fluide est mauvais conducteur de la chaleur.
Changeons l’échelle de η en η=Y ζ, Y <<1, comme l’équation est linéaire G(Y ) =
g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention près de la paroi f∼donc f∼(0.33/2)(ζ2)Y 2. Par moindre
dégénérescence Y = Pr−1/3. On peut alors montrer, après résolution, que
g′(0) = −0.332Pr−1/3

3.4.1.5. Nusselt
Un grand miracle fait que cette expression (qui est normalement uniquement

valide pour Pr grand) est valide dans la plage ”utile” (eau - air).
Le flux à la paroi est (compte tenu de l’approximation précédente).

φ = 0.332Pr1/3kL−1R1/2
∞

Tw − T∞
x̄1/2

Le nombre de Nusselt est :

Nu =
φL

k(Tw − T∞)
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Fig. 17 – vitesse longitudinale et transversale.

Comme on a posé T = T∞ + ∆T̃ , et (∆T ) = Tw − T∞, l’équation de l’énergie
s’écrit avec les variables de couche limite dynamique :

ũ
∂T̃

∂x̄
+ ṽ

∂T̃

∂ỹ
=

1
Pr

∂2T̃

∂ỹ2
+ E(

∂ũ

∂ỹ
)2.

T̃ (x̄, 0) = 1, T̃ (x̄,∞) = 0.

Cette équation est en fait plus générale qu’il n’y parâıt. Elle peut être appliquée
pour un corps quelconque dès lors que la courbure de la paroi n’est pas trop forte.
La coordonnée longitudinale x est alors l’abscisse curviligne s, la coordonnée y
est prise le long de la normale locale (l’équation dynamique est en revanche
différente, car il faut ajouter le terme de gradient de pression lié à la forme du
profil).

3.4.1.2. résolution cas E=0 Les vitesses s’exprimant avec η, il est raisonnable
de penser que s’exprime en fonction de η, posons T̃ = g(η). On a alors :

2g′′ + Prfg′ + 2EPrf ′′2 = 0.

Une solution évidente de cette équation est obtenue pour le jeux de pa-
ramètres suivants : Pr=1 et E = 0 ! Elle devient 2g′′+fg′ = 0, qui est l’équation
de Blasius si g′ = Kf ′′, la solution est évidente :

g = 1− f ′.

Si on garde encore E = 0, mais Pr quelconque, 2g′′ + Prfg′ = 0, on intègre,
après avoir remarqué que 2f ′′′/f ′ = −f :

g′′/g′ = Prf ′′′/f ′ donc g′ = K(f ′′)Pr.

une seconde intégration, en tenant compte de la condition en 0 :

g(η) =

∫∞
η [f ′′(ζ)]Prdζ

∫∞
0 [f ′′(ζ)]Prdζ
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∂ỹ2
+ E(

∂ũ
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Fig. 18 – Profils g(η) à différents nombres de Prandtl.

Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).

à Pr=0.7 g’(0)=-0.293
à Pr=1 g’(0)=-0.332
à Pr=7 g’(0)=-0.646

3.4.1.3. Pr petit
Si le nombre de Prandtl est petit, l’épaisseur thermique est plus grande que

l’épaisseur dynamique : le fluide est bon conducteur de la chaleur. Changeons
l’échelle de η en η=Y ζ, Y >>1, comme l’équation est linéaire G(Y ) = g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention loin de la paroi f∼η (η est grand) donc f∼Y ζ (ζ est d’ordre
un). Par moindre dégénérescence Y = Pr−1/2. On peut ensuite montrer, après
résolution, que : g′(0)∼0.564Pr1/2.

3.4.1.4. Pr grand
Si le nombre de Prandtl est très grand, l’épaisseur thermique est plus petite

que l’épaisseur dynamique : le fluide est mauvais conducteur de la chaleur.
Changeons l’échelle de η en η=Y ζ, Y <<1, comme l’équation est linéaire G(Y ) =
g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention près de la paroi f∼donc f∼(0.33/2)(ζ2)Y 2. Par moindre
dégénérescence Y = Pr−1/3. On peut alors montrer, après résolution, que
g′(0) = −0.332Pr−1/3

3.4.1.5. Nusselt
Un grand miracle fait que cette expression (qui est normalement uniquement

valide pour Pr grand) est valide dans la plage ”utile” (eau - air).
Le flux à la paroi est (compte tenu de l’approximation précédente).

φ = 0.332Pr1/3kL−1R1/2
∞

Tw − T∞
x̄1/2

Le nombre de Nusselt est :

Nu =
φL

k(Tw − T∞)
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Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).
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à Pr=7 g’(0)=-0.646

3.4.1.3. Pr petit
Si le nombre de Prandtl est petit, l’épaisseur thermique est plus grande que

l’épaisseur dynamique : le fluide est bon conducteur de la chaleur. Changeons
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dégénérescence Y = Pr−1/3. On peut alors montrer, après résolution, que
g′(0) = −0.332Pr−1/3

3.4.1.5. Nusselt
Un grand miracle fait que cette expression (qui est normalement uniquement

valide pour Pr grand) est valide dans la plage ”utile” (eau - air).
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Fig. 17 – vitesse longitudinale et transversale.

Comme on a posé T = T∞ + ∆T̃ , et (∆T ) = Tw − T∞, l’équation de l’énergie
s’écrit avec les variables de couche limite dynamique :

ũ
∂T̃

∂x̄
+ ṽ

∂T̃

∂ỹ
=

1
Pr

∂2T̃

∂ỹ2
+ E(

∂ũ

∂ỹ
)2.

T̃ (x̄, 0) = 1, T̃ (x̄,∞) = 0.

Cette équation est en fait plus générale qu’il n’y parâıt. Elle peut être appliquée
pour un corps quelconque dès lors que la courbure de la paroi n’est pas trop forte.
La coordonnée longitudinale x est alors l’abscisse curviligne s, la coordonnée y
est prise le long de la normale locale (l’équation dynamique est en revanche
différente, car il faut ajouter le terme de gradient de pression lié à la forme du
profil).

3.4.1.2. résolution cas E=0 Les vitesses s’exprimant avec η, il est raisonnable
de penser que s’exprime en fonction de η, posons T̃ = g(η). On a alors :

2g′′ + Prfg′ + 2EPrf ′′2 = 0.

Une solution évidente de cette équation est obtenue pour le jeux de pa-
ramètres suivants : Pr=1 et E = 0 ! Elle devient 2g′′+fg′ = 0, qui est l’équation
de Blasius si g′ = Kf ′′, la solution est évidente :

g = 1− f ′.

Si on garde encore E = 0, mais Pr quelconque, 2g′′ + Prfg′ = 0, on intègre,
après avoir remarqué que 2f ′′′/f ′ = −f :

g′′/g′ = Prf ′′′/f ′ donc g′ = K(f ′′)Pr.

une seconde intégration, en tenant compte de la condition en 0 :

g(η) =

∫∞
η [f ′′(ζ)]Prdζ

∫∞
0 [f ′′(ζ)]Prdζ

- 3.18-
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Cette équation est en fait plus générale qu’il n’y parâıt. Elle peut être appliquée
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Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).

à Pr=0.7 g’(0)=-0.293
à Pr=1 g’(0)=-0.332
à Pr=7 g’(0)=-0.646

3.4.1.3. Pr petit
Si le nombre de Prandtl est petit, l’épaisseur thermique est plus grande que

l’épaisseur dynamique : le fluide est bon conducteur de la chaleur. Changeons
l’échelle de η en η=Y ζ, Y >>1, comme l’équation est linéaire G(Y ) = g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention loin de la paroi f∼η (η est grand) donc f∼Y ζ (ζ est d’ordre
un). Par moindre dégénérescence Y = Pr−1/2. On peut ensuite montrer, après
résolution, que : g′(0)∼0.564Pr1/2.

3.4.1.4. Pr grand
Si le nombre de Prandtl est très grand, l’épaisseur thermique est plus petite

que l’épaisseur dynamique : le fluide est mauvais conducteur de la chaleur.
Changeons l’échelle de η en η=Y ζ, Y <<1, comme l’équation est linéaire G(Y ) =
g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention près de la paroi f∼donc f∼(0.33/2)(ζ2)Y 2. Par moindre
dégénérescence Y = Pr−1/3. On peut alors montrer, après résolution, que
g′(0) = −0.332Pr−1/3

3.4.1.5. Nusselt
Un grand miracle fait que cette expression (qui est normalement uniquement

valide pour Pr grand) est valide dans la plage ”utile” (eau - air).
Le flux à la paroi est (compte tenu de l’approximation précédente).

φ = 0.332Pr1/3kL−1R1/2
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3.4.1.5. Nusselt
Un grand miracle fait que cette expression (qui est normalement uniquement

valide pour Pr grand) est valide dans la plage ”utile” (eau - air).
Le flux à la paroi est (compte tenu de l’approximation précédente).

φ = 0.332Pr1/3kL−1R1/2
∞

Tw − T∞
x̄1/2

Le nombre de Nusselt est :

Nu =
φL

k(Tw − T∞)

- 3.19-

Convection Forcée

0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4

5

6

7

Pr=7

Pr=1

Pr=0.7

η

Τ

Fig. 18 – Profils g(η) à différents nombres de Prandtl.

Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).
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à Pr=7 g’(0)=-0.646
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Si le nombre de Prandtl est petit, l’épaisseur thermique est plus grande que

l’épaisseur dynamique : le fluide est bon conducteur de la chaleur. Changeons
l’échelle de η en η=Y ζ, Y >>1, comme l’équation est linéaire G(Y ) = g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention loin de la paroi f∼η (η est grand) donc f∼Y ζ (ζ est d’ordre
un). Par moindre dégénérescence Y = Pr−1/2. On peut ensuite montrer, après
résolution, que : g′(0)∼0.564Pr1/2.

3.4.1.4. Pr grand
Si le nombre de Prandtl est très grand, l’épaisseur thermique est plus petite
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dégénérescence Y = Pr−1/3. On peut alors montrer, après résolution, que
g′(0) = −0.332Pr−1/3

3.4.1.5. Nusselt
Un grand miracle fait que cette expression (qui est normalement uniquement

valide pour Pr grand) est valide dans la plage ”utile” (eau - air).
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φ = 0.332Pr1/3kL−1R1/2
∞

Tw − T∞
x̄1/2

Le nombre de Nusselt est :

Nu =
φL

k(Tw − T∞)

- 3.19-

Cas Pr=0.7 :     Cas Pr=7.0 :

=0
cas E=0, Pr=1

Convection Forcée

Fig. 17 – vitesse longitudinale et transversale.

Comme on a posé T = T∞ + ∆T̃ , et (∆T ) = Tw − T∞, l’équation de l’énergie
s’écrit avec les variables de couche limite dynamique :

ũ
∂T̃

∂x̄
+ ṽ

∂T̃

∂ỹ
=

1
Pr

∂2T̃

∂ỹ2
+ E(

∂ũ

∂ỹ
)2.

T̃ (x̄, 0) = 1, T̃ (x̄,∞) = 0.

Cette équation est en fait plus générale qu’il n’y parâıt. Elle peut être appliquée
pour un corps quelconque dès lors que la courbure de la paroi n’est pas trop forte.
La coordonnée longitudinale x est alors l’abscisse curviligne s, la coordonnée y
est prise le long de la normale locale (l’équation dynamique est en revanche
différente, car il faut ajouter le terme de gradient de pression lié à la forme du
profil).

3.4.1.2. résolution cas E=0 Les vitesses s’exprimant avec η, il est raisonnable
de penser que s’exprime en fonction de η, posons T̃ = g(η). On a alors :

2g′′ + Prfg′ + 2EPrf ′′2 = 0.

Une solution évidente de cette équation est obtenue pour le jeux de pa-
ramètres suivants : Pr=1 et E = 0 ! Elle devient 2g′′+fg′ = 0, qui est l’équation
de Blasius si g′ = Kf ′′, la solution est évidente :

g = 1− f ′.

Si on garde encore E = 0, mais Pr quelconque, 2g′′ + Prfg′ = 0, on intègre,
après avoir remarqué que 2f ′′′/f ′ = −f :

g′′/g′ = Prf ′′′/f ′ donc g′ = K(f ′′)Pr.

une seconde intégration, en tenant compte de la condition en 0 :

g(η) =

∫∞
η [f ′′(ζ)]Prdζ

∫∞
0 [f ′′(ζ)]Prdζ
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∂ũ

∂ỹ
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∂ũ

∂ỹ
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Fig. 18 – Profils g(η) à différents nombres de Prandtl.

Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).

à Pr=0.7 g’(0)=-0.293
à Pr=1 g’(0)=-0.332
à Pr=7 g’(0)=-0.646

3.4.1.3. Pr petit
Si le nombre de Prandtl est petit, l’épaisseur thermique est plus grande que

l’épaisseur dynamique : le fluide est bon conducteur de la chaleur. Changeons
l’échelle de η en η=Y ζ, Y >>1, comme l’équation est linéaire G(Y ) = g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention loin de la paroi f∼η (η est grand) donc f∼Y ζ (ζ est d’ordre
un). Par moindre dégénérescence Y = Pr−1/2. On peut ensuite montrer, après
résolution, que : g′(0)∼0.564Pr1/2.

3.4.1.4. Pr grand
Si le nombre de Prandtl est très grand, l’épaisseur thermique est plus petite

que l’épaisseur dynamique : le fluide est mauvais conducteur de la chaleur.
Changeons l’échelle de η en η=Y ζ, Y <<1, comme l’équation est linéaire G(Y ) =
g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention près de la paroi f∼donc f∼(0.33/2)(ζ2)Y 2. Par moindre
dégénérescence Y = Pr−1/3. On peut alors montrer, après résolution, que
g′(0) = −0.332Pr−1/3

3.4.1.5. Nusselt
Un grand miracle fait que cette expression (qui est normalement uniquement

valide pour Pr grand) est valide dans la plage ”utile” (eau - air).
Le flux à la paroi est (compte tenu de l’approximation précédente).

φ = 0.332Pr1/3kL−1R1/2
∞

Tw − T∞
x̄1/2

Le nombre de Nusselt est :
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Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).
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g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention près de la paroi f∼donc f∼(0.33/2)(ζ2)Y 2. Par moindre
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Fig. 17 – vitesse longitudinale et transversale.

Comme on a posé T = T∞ + ∆T̃ , et (∆T ) = Tw − T∞, l’équation de l’énergie
s’écrit avec les variables de couche limite dynamique :
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∂ỹ
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T̃ (x̄, 0) = 1, T̃ (x̄,∞) = 0.

Cette équation est en fait plus générale qu’il n’y parâıt. Elle peut être appliquée
pour un corps quelconque dès lors que la courbure de la paroi n’est pas trop forte.
La coordonnée longitudinale x est alors l’abscisse curviligne s, la coordonnée y
est prise le long de la normale locale (l’équation dynamique est en revanche
différente, car il faut ajouter le terme de gradient de pression lié à la forme du
profil).

3.4.1.2. résolution cas E=0 Les vitesses s’exprimant avec η, il est raisonnable
de penser que s’exprime en fonction de η, posons T̃ = g(η). On a alors :

2g′′ + Prfg′ + 2EPrf ′′2 = 0.

Une solution évidente de cette équation est obtenue pour le jeux de pa-
ramètres suivants : Pr=1 et E = 0 ! Elle devient 2g′′+fg′ = 0, qui est l’équation
de Blasius si g′ = Kf ′′, la solution est évidente :

g = 1− f ′.

Si on garde encore E = 0, mais Pr quelconque, 2g′′ + Prfg′ = 0, on intègre,
après avoir remarqué que 2f ′′′/f ′ = −f :

g′′/g′ = Prf ′′′/f ′ donc g′ = K(f ′′)Pr.

une seconde intégration, en tenant compte de la condition en 0 :

g(η) =

∫∞
η [f ′′(ζ)]Prdζ

∫∞
0 [f ′′(ζ)]Prdζ
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∂T̃

∂ỹ
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Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).
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un). Par moindre dégénérescence Y = Pr−1/2. On peut ensuite montrer, après
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Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).
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Le flux à la paroi est (compte tenu de l’approximation précédente).

φ = 0.332Pr1/3kL−1R1/2
∞

Tw − T∞
x̄1/2

Le nombre de Nusselt est :

Nu =
φL

k(Tw − T∞)
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Fig. 17 – vitesse longitudinale et transversale.

Comme on a posé T = T∞ + ∆T̃ , et (∆T ) = Tw − T∞, l’équation de l’énergie
s’écrit avec les variables de couche limite dynamique :

ũ
∂T̃

∂x̄
+ ṽ

∂T̃

∂ỹ
=

1
Pr

∂2T̃

∂ỹ2
+ E(

∂ũ

∂ỹ
)2.

T̃ (x̄, 0) = 1, T̃ (x̄,∞) = 0.

Cette équation est en fait plus générale qu’il n’y parâıt. Elle peut être appliquée
pour un corps quelconque dès lors que la courbure de la paroi n’est pas trop forte.
La coordonnée longitudinale x est alors l’abscisse curviligne s, la coordonnée y
est prise le long de la normale locale (l’équation dynamique est en revanche
différente, car il faut ajouter le terme de gradient de pression lié à la forme du
profil).

3.4.1.2. résolution cas E=0 Les vitesses s’exprimant avec η, il est raisonnable
de penser que s’exprime en fonction de η, posons T̃ = g(η). On a alors :

2g′′ + Prfg′ + 2EPrf ′′2 = 0.

Une solution évidente de cette équation est obtenue pour le jeux de pa-
ramètres suivants : Pr=1 et E = 0 ! Elle devient 2g′′+fg′ = 0, qui est l’équation
de Blasius si g′ = Kf ′′, la solution est évidente :

g = 1− f ′.

Si on garde encore E = 0, mais Pr quelconque, 2g′′ + Prfg′ = 0, on intègre,
après avoir remarqué que 2f ′′′/f ′ = −f :

g′′/g′ = Prf ′′′/f ′ donc g′ = K(f ′′)Pr.

une seconde intégration, en tenant compte de la condition en 0 :

g(η) =

∫∞
η [f ′′(ζ)]Prdζ

∫∞
0 [f ′′(ζ)]Prdζ

- 3.18-
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∂

∂x̄
=

∂

∂ξ
− η

2ξ

∂

∂η
, et

∂

∂ỹ
=

1√
ξ

∂

∂η

ũ = f ′(η), ṽ =
1

2
√

ξ
(ηf ′ − f)

La partie dynamique admet donc la solution de Blasius bien connue : ũ = f ′(η),
avec η = ỹ/

√
x̄ et telle que :

2f ′′′ + ff ′′ = 0 avec f(0) = f ′(0) = 0 et f ′(∞) = 1.

La résolution numérique par une méthode ad hoc de cette équation donne
f ′′(0) = 0.332, et le profil de vitesse a l’allure suivante figure 16 : On trace sur

Fig. 16 – f ′(η) profil de vitesse : f ′ en abscisse, η en ordonnée.

la figure 17 u(η) = f ′(η) et (ηf ′ − f) :
On constate que la vitesse transverse à l’”infini” n’est pas nulle, il y a souf-

flage... la plaque perturbe le fluide parfait.
On en déduit l’épaisseur de déplacement δ1 et le frottement à la paroi...

δ1 = 1.7208 L√
R∞

x̄1/2, et τ = 0.332 ρU2 1√
R∞

x̄−1/2,

Ce sont en fait les ordres de grandeur fondamentaux à retenir !
Pour mémoire v →0.8604 U 1√

R∞
x̄−1/2 −1/2.

Équation de la chaleur
Pour ce qui est de l’équation de la chaleur, il faut calculer D̃. Il n’y reste que

les termes dominants en ∂ũ
∂ỹ , puis après contraction :

D̃ : D̃ = (
∂ũ

∂ỹ
)2.
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différente, car il faut ajouter le terme de gradient de pression lié à la forme du
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pour un corps quelconque dès lors que la courbure de la paroi n’est pas trop forte.
La coordonnée longitudinale x est alors l’abscisse curviligne s, la coordonnée y
est prise le long de la normale locale (l’équation dynamique est en revanche
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Fig. 18 – Profils g(η) à différents nombres de Prandtl.

Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).

à Pr=0.7 g’(0)=-0.293
à Pr=1 g’(0)=-0.332
à Pr=7 g’(0)=-0.646

3.4.1.3. Pr petit
Si le nombre de Prandtl est petit, l’épaisseur thermique est plus grande que

l’épaisseur dynamique : le fluide est bon conducteur de la chaleur. Changeons
l’échelle de η en η=Y ζ, Y >>1, comme l’équation est linéaire G(Y ) = g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention loin de la paroi f∼η (η est grand) donc f∼Y ζ (ζ est d’ordre
un). Par moindre dégénérescence Y = Pr−1/2. On peut ensuite montrer, après
résolution, que : g′(0)∼0.564Pr1/2.

3.4.1.4. Pr grand
Si le nombre de Prandtl est très grand, l’épaisseur thermique est plus petite

que l’épaisseur dynamique : le fluide est mauvais conducteur de la chaleur.
Changeons l’échelle de η en η=Y ζ, Y <<1, comme l’équation est linéaire G(Y ) =
g(η).

2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention près de la paroi f∼donc f∼(0.33/2)(ζ2)Y 2. Par moindre
dégénérescence Y = Pr−1/3. On peut alors montrer, après résolution, que
g′(0) = −0.332Pr−1/3

3.4.1.5. Nusselt
Un grand miracle fait que cette expression (qui est normalement uniquement

valide pour Pr grand) est valide dans la plage ”utile” (eau - air).
Le flux à la paroi est (compte tenu de l’approximation précédente).

φ = 0.332Pr1/3kL−1R1/2
∞

Tw − T∞
x̄1/2

Le nombre de Nusselt est :

Nu =
φL

k(Tw − T∞)
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à Pr=0.7 g’(0)=-0.293
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à Pr=7 g’(0)=-0.646

3.4.1.3. Pr petit
Si le nombre de Prandtl est petit, l’épaisseur thermique est plus grande que

l’épaisseur dynamique : le fluide est bon conducteur de la chaleur. Changeons
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Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).
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Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).

à Pr=0.7 g’(0)=-0.293
à Pr=1 g’(0)=-0.332
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Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).

à Pr=0.7 g’(0)=-0.293
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2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention loin de la paroi f∼η (η est grand) donc f∼Y ζ (ζ est d’ordre
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Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).
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∞

Tw − T∞
x̄1/2

Le nombre de Nusselt est :

Nu =
φL

k(Tw − T∞)
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Pour les nombre de Pr supérieurs à environ 0.5, on a donc, pour le nombre
de Nusselt à la position x (la dépendance est plutôt en Pr−1/2 pour les petits
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d’où :
2g′′ + Pr(fg′ − f ′g) = 0.

avec g′(0) = −1.
(exercice : on peut définir une variante, toute distribution de la forme

T = T∞ + ∆T x̄ng(η),

conduit à une équation du type 2g′′+Pr(fg′− 2nf ′g) = 0... le cas 1/2 est celui
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Fig. 18 – Profils g(η) à différents nombres de Prandtl.

Ce qui permet de tracer g pour différents Prandtl Pr à E = 0 (en fait il est
plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).
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à Pr=7 g’(0)=-0.646
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2g′′ + Prfg′ = 0 devient 2Y −2G′′ + Y −1PrfG′ = 0

mais attention loin de la paroi f∼η (η est grand) donc f∼Y ζ (ζ est d’ordre
un). Par moindre dégénérescence Y = Pr−1/2. On peut ensuite montrer, après
résolution, que : g′(0)∼0.564Pr1/2.

3.4.1.4. Pr grand
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plus simple de résoudre directement que de faire ce calcul d’intégrale !).
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un). Par moindre dégénérescence Y = Pr−1/2. On peut ensuite montrer, après
résolution, que : g′(0)∼0.564Pr1/2.

3.4.1.4. Pr grand
Si le nombre de Prandtl est très grand, l’épaisseur thermique est plus petite

que l’épaisseur dynamique : le fluide est mauvais conducteur de la chaleur.
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Pour les nombre de Pr supérieurs à environ 0.5, on a donc, pour le nombre
de Nusselt à la position x (la dépendance est plutôt en Pr−1/2 pour les petits
Prandtl) et avec Rx = U∞x/ν, on retiendra donc que :

Nux = 0.332Pr1/3R1/2
x .

Le nombre de Nusselt moyen pour une plaque de longueur L (R∞ et RL

sont identiques), est alors :

Nu = 0.664Pr1/3R1/2
L .

3.4.2. Flux imposé, E=0

Une variante de ce problème est cette fois d’imposer le flux à la paroi. Il est
clair que si le flux est constant, on impose : φ = −k ∂T

∂y , donc−k(∆T )L−1R1/2
∞ [x̄−1/2 ∂T̃

∂η ]
doit être constant à la paroi, donc varie comme la racine de x̄. La jauge de
température est liée à φ par ∆T = φL

kR1/2
∞

et la température est de la forme

T = T∞ + ∆T x̄1/2g(η),

donc φ= −g′(0)k(∆T )L−1R1/2
∞ , il y a une constante de trop, on peut choisir

g′(0) = −1. L’équation de l’énergie s’écrit

ũ
∂T̃

∂x̄
+ ṽ

∂T̃

∂ỹ
=

1
Pr

∂2T̃

∂ỹ2

d’où :
2g′′ + Pr(fg′ − f ′g) = 0.

avec g′(0) = −1.
(exercice : on peut définir une variante, toute distribution de la forme

T = T∞ + ∆T x̄ng(η),

conduit à une équation du type 2g′′+Pr(fg′− 2nf ′g) = 0... le cas 1/2 est celui
de la paroi à flux imposé)

Après résolution de

2g′′ + Pr(fg′ − f ′g) = 0, g′(0) = −1, g(∞) = 0.

Ce qui permet de tracer g pour différents Pr à E = 0.

à Pr=0.7 g(0)=2.464
à Pr=1.0 g(0)=2.1789
à Pr=7 g(0)=1.13
grosso modo g(0)∼ 2.18 Pr−1/3 (formule obtenue par interpolation)

On en déduit la distribution (ici approximative) de température le long de
la paroi soumise à un flux constant φ :

T = T∞ +
φ

k
2.18Pr−1/3x̄1/2.

et le Nusselt :
Nu =

φ

k
R1/2
∞ (0.46Pr1/3)x̄1/2.
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kR1/2
∞

et la température est de la forme

T = T∞ + ∆T x̄1/2g(η),

donc φ= −g′(0)k(∆T )L−1R1/2
∞ , il y a une constante de trop, on peut choisir

g′(0) = −1. L’équation de l’énergie s’écrit
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de Nusselt à la position x (la dépendance est plutôt en Pr−1/2 pour les petits
Prandtl) et avec Rx = U∞x/ν, on retiendra donc que :

Nux = 0.332Pr1/3R1/2
x .

Le nombre de Nusselt moyen pour une plaque de longueur L (R∞ et RL

sont identiques), est alors :

Nu = 0.664Pr1/3R1/2
L .

3.4.2. Flux imposé, E=0
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d’où :
2g′′ + Pr(fg′ − f ′g) = 0.

avec g′(0) = −1.
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d’où :
2g′′ + Pr(fg′ − f ′g) = 0.

avec g′(0) = −1.
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à Pr=0.7 g(0)=2.464
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à Pr=0.7 g(0)=2.464
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Fig. 19 – Profil g(η) à différents Pr.

3.4.2. Cas E !=0

Le cas de la paroi athermane est un peu plus délicat. Il peut être résolu par
une formulation englobant le cas de la paroi de température constante. Il nous
faut résoudre :

g′′ +
Pr

2
fg′ + EPrf ′′2 = 0.

La solution générale est de la forme : solution particulière g2 de l’EASM +
solution générale g1 de l’ESSM.

g = g1 + Eg2

par variation de la constante, on obtient g2 = Pr
∫∞

η [f ′′(ζ)]Pr(
∫ ζ
0 [f ′′(ξ)]Prdξ)dζ,

on constate que g′2(0) = 0 et on a au final :

T − T∞
Tw − T∞

= (1−Eg2(0))+

∫∞
η [f ′′(ζ)]Prdζ

∫∞
0 [f ′′(ζ)]Prdζ

+EPr

∫ ∞

η
[f ′′(ζ)]Pr(

∫ ζ

0
[f ′′(ξ)]Prdξ)dζ

g2(0,Pr=0.7) = 0.42
g2(0,Pr=1.0) =0.50
g2(0,Pr=7.0) = 1.25

Pour (1− Eg2(0)) = 0, on a la température de paroi adiabatique :

Tw = Taw = T∞ +
U2
∞

cp
g2(0).

Ce qui permet de tracer g à Pr = 1 (pour fixer les idées) et à E non nul.
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ũ
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On en déduit la distribution (ici approximative) de température le long de
la paroi soumise à un flux constant φ :

T = T∞ +
φ

k
2.18Pr−1/3x̄1/2.

et le Nusselt :
Nu =

φ

k
R1/2
∞ (0.46Pr1/3)x̄1/2.
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Pour les nombre de Pr supérieurs à environ 0.5, on a donc, pour le nombre
de Nusselt à la position x (la dépendance est plutôt en Pr−1/2 pour les petits
Prandtl) et avec Rx = U∞x/ν, on retiendra donc que :

Nux = 0.332Pr1/3R1/2
x .

Le nombre de Nusselt moyen pour une plaque de longueur L (R∞ et RL

sont identiques), est alors :

Nu = 0.664Pr1/3R1/2
L .

3.4.2. Flux imposé, E=0

Une variante de ce problème est cette fois d’imposer le flux à la paroi. Il est
clair que si le flux est constant, on impose : φ = −k ∂T

∂y , donc−k(∆T )L−1R1/2
∞ [x̄−1/2 ∂T̃

∂η ]
doit être constant à la paroi, donc varie comme la racine de x̄. La jauge de
température est liée à φ par ∆T = φL

kR1/2
∞

et la température est de la forme

T = T∞ + ∆T x̄1/2g(η),

donc φ= −g′(0)k(∆T )L−1R1/2
∞ , il y a une constante de trop, on peut choisir

g′(0) = −1. L’équation de l’énergie s’écrit

ũ
∂T̃

∂x̄
+ ṽ

∂T̃

∂ỹ
=

1
Pr

∂2T̃

∂ỹ2

d’où :
2g′′ + Pr(fg′ − f ′g) = 0.

avec g′(0) = −1.
(exercice : on peut définir une variante, toute distribution de la forme

T = T∞ + ∆T x̄ng(η),

conduit à une équation du type 2g′′+Pr(fg′− 2nf ′g) = 0... le cas 1/2 est celui
de la paroi à flux imposé)

Après résolution de

2g′′ + Pr(fg′ − f ′g) = 0, g′(0) = −1, g(∞) = 0.

Ce qui permet de tracer g pour différents Pr à E = 0.
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Fig. 17 – vitesse longitudinale et transversale.

Comme on a posé T = T∞ + ∆T̃ , et (∆T ) = Tw − T∞, l’équation de l’énergie
s’écrit avec les variables de couche limite dynamique :

ũ
∂T̃

∂x̄
+ ṽ

∂T̃

∂ỹ
=

1
Pr

∂2T̃

∂ỹ2
+ E(

∂ũ

∂ỹ
)2.

T̃ (x̄, 0) = 1, T̃ (x̄,∞) = 0.

Cette équation est en fait plus générale qu’il n’y parâıt. Elle peut être appliquée
pour un corps quelconque dès lors que la courbure de la paroi n’est pas trop forte.
La coordonnée longitudinale x est alors l’abscisse curviligne s, la coordonnée y
est prise le long de la normale locale (l’équation dynamique est en revanche
différente, car il faut ajouter le terme de gradient de pression lié à la forme du
profil).

3.4.1.2. résolution cas E=0 Les vitesses s’exprimant avec η, il est raisonnable
de penser que s’exprime en fonction de η, posons T̃ = g(η). On a alors :

2g′′ + Prfg′ + 2EPrf ′′2 = 0.

Une solution évidente de cette équation est obtenue pour le jeux de pa-
ramètres suivants : Pr=1 et E = 0 ! Elle devient 2g′′+fg′ = 0, qui est l’équation
de Blasius si g′ = Kf ′′, la solution est évidente :

g = 1− f ′.

Si on garde encore E = 0, mais Pr quelconque, 2g′′ + Prfg′ = 0, on intègre,
après avoir remarqué que 2f ′′′/f ′ = −f :

g′′/g′ = Prf ′′′/f ′ donc g′ = K(f ′′)Pr.

une seconde intégration, en tenant compte de la condition en 0 :

g(η) =

∫∞
η [f ′′(ζ)]Prdζ

∫∞
0 [f ′′(ζ)]Prdζ
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Fig. 17 – vitesse longitudinale et transversale.
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g( )

 

 

η

η

Fig. 20 – la température fonction de la variable de similitude (le cas en pointillé
est le cas adiabatique, ici comme Pr=1, Taw=0.5).

Sur la figure ci dessus, on trace plusieurs profils de température correspon-
dant à différentes températures de paroi. En ”points”, le cas T=Taw. On voit
que si T<Taw le fluide fournit un flux à la paroi de par l’élévation de température
causée par la dissipation volumique. Donc même si le fluide est plus froid que la
paroi, la paroi est ”réchauffée”. Souvenons nous que cet effet est très faible (il
intervient de manière non négligeable dans le cas compressible où les équations
sont plus compliquées).
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Fig. 19 – Profil g(η) à différents Pr.

3.4.2. Cas E !=0

Le cas de la paroi athermane est un peu plus délicat. Il peut être résolu par
une formulation englobant le cas de la paroi de température constante. Il nous
faut résoudre :

g′′ +
Pr

2
fg′ + EPrf ′′2 = 0.

La solution générale est de la forme : solution particulière g2 de l’EASM +
solution générale g1 de l’ESSM.

g = g1 + Eg2

par variation de la constante, on obtient g2 = Pr
∫∞

η [f ′′(ζ)]Pr(
∫ ζ
0 [f ′′(ξ)]Prdξ)dζ,

on constate que g′2(0) = 0 et on a au final :

T − T∞
Tw − T∞

= (1−Eg2(0))+

∫∞
η [f ′′(ζ)]Prdζ

∫∞
0 [f ′′(ζ)]Prdζ

+EPr

∫ ∞

η
[f ′′(ζ)]Pr(

∫ ζ

0
[f ′′(ξ)]Prdξ)dζ

g2(0,Pr=0.7) = 0.42
g2(0,Pr=1.0) =0.50
g2(0,Pr=7.0) = 1.25

Pour (1− Eg2(0)) = 0, on a la température de paroi adiabatique :

Tw = Taw = T∞ +
U2
∞

cp
g2(0).

Ce qui permet de tracer g à Pr = 1 (pour fixer les idées) et à E non nul.
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Résultats:

• tuyau

• plaque

Convection Forcée

de manière approchée pour n assez grand on a environ

λn ∼ 4n + 8/3, cn ∼ (−1)n2.85λ−2/3
n , T ′

n ∼ (−1)n+10.711λ1/3
n

Pour X→∞, on voit que seul le rang n = 0 est dominant, donc NuX →
(1/2)λ2

1∼3.66, on peut considérer que le régime est établi (NuX est à 1% de la
valeur finale) pour une longueur :

L = 0.11RPe (i.e.X = .11).

Pour X → 0, on devrait retrouver la solution de Lévêque (cf PC), c’est
effectivement ce que l’on observe lorsque l’on fait tendre X vers 0, on compare
favorablement à :

Nux = 1.71
1

(2xPeD)1/3
.

Ces deux comportements s’observent bien sur la figure suivante où sont tracés
(la variable en abscisse est logarithmique) la solution de Graetz, la solution de
Lévêque et la valeur ultime de Nu = 3.66.

Une bonne formule approchée est (à 4% près pour L/(PeDR)>500), en re-
mettant les dimensions (L longueur à laquelle on se place et R rayon du tube) :

Nuapprox = 3.66 +
0.127

2L/(PeDD) + 0.0635(2L/(PeDD))1/3

• Finalement il reste aussi à étudier le cas trivial ε<<1/Pe, on est loin en
aval, ∂2

r̄θ = 0 et θ est trivialement constante car l’écoulement a oublié l’accident.
Le fluide est à la température de la paroi.

En résumé :

Fig. 11 – Le nombre de Nusselt fonction de Log10(x), les trois régimes.

On voit bien que pour x<10−2, la solution complète (du problème de Graetz)
et la solution asymptotique (du problème de Lévêque) sont confondes. On voit
aussi que pour x peu supérieur à 10−1 on est presque arrivé au régime établi
(Nusselt constant).

De manière schématique, les différentes régions sont :
On retiendra que pour un tube, assez loin de l’entrée le Nusselt est de 3,66

si la température est imposée.
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Pour les nombre de Pr supérieurs à environ 0.5, on a donc, pour le nombre
de Nusselt à la position x (la dépendance est plutôt en Pr−1/2 pour les petits
Prandtl) et avec Rx = U∞x/ν, on retiendra donc que :

Nux = 0.332Pr1/3R1/2
x .

Le nombre de Nusselt moyen pour une plaque de longueur L (R∞ et RL

sont identiques), est alors :

Nu = 0.664Pr1/3R1/2
L .

3.4.2. Flux imposé, E=0

Une variante de ce problème est cette fois d’imposer le flux à la paroi. Il est
clair que si le flux est constant, on impose : φ = −k ∂T

∂y , donc−k(∆T )L−1R1/2
∞ [x̄−1/2 ∂T̃

∂η ]
doit être constant à la paroi, donc varie comme la racine de x̄. La jauge de
température est liée à φ par ∆T = φL

kR1/2
∞

et la température est de la forme

T = T∞ + ∆T x̄1/2g(η),

donc φ= −g′(0)k(∆T )L−1R1/2
∞ , il y a une constante de trop, on peut choisir

g′(0) = −1. L’équation de l’énergie s’écrit

ũ
∂T̃

∂x̄
+ ṽ

∂T̃

∂ỹ
=

1
Pr

∂2T̃

∂ỹ2

d’où :
2g′′ + Pr(fg′ − f ′g) = 0.

avec g′(0) = −1.
(exercice : on peut définir une variante, toute distribution de la forme

T = T∞ + ∆T x̄ng(η),

conduit à une équation du type 2g′′+Pr(fg′− 2nf ′g) = 0... le cas 1/2 est celui
de la paroi à flux imposé)

Après résolution de

2g′′ + Pr(fg′ − f ′g) = 0, g′(0) = −1, g(∞) = 0.

Ce qui permet de tracer g pour différents Pr à E = 0.

à Pr=0.7 g(0)=2.464
à Pr=1.0 g(0)=2.1789
à Pr=7 g(0)=1.13
grosso modo g(0)∼ 2.18 Pr−1/3 (formule obtenue par interpolation)

On en déduit la distribution (ici approximative) de température le long de
la paroi soumise à un flux constant φ :

T = T∞ +
φ

k
2.18Pr−1/3x̄1/2.

et le Nusselt :
Nu =

φ

k
R1/2
∞ (0.46Pr1/3)x̄1/2.
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Une variante de ce problème est cette fois d’imposer le flux à la paroi. Il est
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cas plus compliqués

• Nu fonction Re, Pr

Convection Forcée

3.5. Coefficient d’échange

3.5.1 Définition

Dans les paragraphes précédents, on a calculé pour des cas simples la valeur
du flux à la paroi, et on a introduit le nombre de Nusselt. On rappelle que le
but du jeux était de trouver la valeur du coefficient d’échange h. Par définition,
on avait posé que le coefficient d’échange est tel que

w

fluidesolide

n

par définition du flux

q
w

= −k[
∂T

∂n
]wn,

et
Nu =

−k∂T/∂n

(Tw − Tf )

or par définition de h

q
w

= h(Tw − Tf )n.

h peut être local (h(x)) ou global (sur toute la longueur L). On peut donc
relier Nux et h(x) :

Nux =
h(x)x

k
.

Pour la plaque plane, par exemple, on a vu que le Nusselt moyen est

0.664Pr1/3R1/2
L .

il n’est pas toujours possible de calculer Nu. Expérimentalement on cherche à
tracer Nu sous la forme Nu = CRemPrn. On définit ainsi parfois le nombre de
Stanton :

Stx = Nux/(RexPr),

on remarque que pour Pr assez grand on a approximativement StxPr2/3 =
Cf

2 . C’est ce que l’on appelle l’analogie de Reynolds : on peut faire un calcul
dynamique, puis ayant le frottement à la paroi on en déduit tout de suite le
Nusselt ! ! !

3.5.2 Exemples de valeurs

Le coefficient d’échange moyen pour une plaque de longueur L sera donc (en
laminaire RL<105) :

h =
k

L
0.664Pr1/3R1/2

L .

Dans le tuyau on a pour le coefficient d’échange (approché L/(RPe)>1/500) :

hmoyen = Numoyen
k

2R
∼ k

2R
(3.666 +

0.127(PeR/L)
1 + 0.0635(PeR/L)1/3

).

etc.
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w

fluidesolide

n
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dynamique, puis ayant le frottement à la paroi on en déduit tout de suite le
Nusselt ! ! !

3.5.2 Exemples de valeurs

Le coefficient d’échange moyen pour une plaque de longueur L sera donc (en
laminaire RL<105) :

h =
k

L
0.664Pr1/3R1/2

L .

Dans le tuyau on a pour le coefficient d’échange (approché L/(RPe)>1/500) :

hmoyen = Numoyen
k

2R
∼ k

2R
(3.666 +

0.127(PeR/L)
1 + 0.0635(PeR/L)1/3

).

etc.
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stratégie pratique

écoulement à T fixé, calcul du flux...

calcul du solide



Convection Forcée

Au final, on peut résoudre (bonne approximation si on ne chauffe pas trop)
les équations de Navier Stokes incompressibles pour un fluide newtonien :

Convection Forcée

• équations dynamiques
∇ · u = 0.

ρ(
∂

∂t
u + u ·∇u) = −∇p + f + µ∇2u.

• équation de la chaleur en incompressible

ρcp(
∂

∂t
T + u ·∇T ) = k∇2T + 2(µD : D) + r.

• conditions aux limites

adhérence à la paroi,
condition mixte du type :

−k
∂T

∂y
= he(T − Te).

qui peut dégénérer en T imposée ou −k ∂T
∂y imposé suivant les valeurs de he et Te.

La complication suivante est de prendre en compte la conduction dans la
paroi et de modéliser l’extérieur par un coefficient d’échange etc

3.6. Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre la forme des transferts de chaleur dans le
problème assez simple du tuyau et de la plaque plane. Ces deux problèmes sont
fondamentaux car ils sont les archétypes de tous les problèmes possibles de
transfert thermique. Le nombre de Nusselt, puis le coefficient d’échange moyen
ont été calculés.

Il faut bien distinguer les différents niveaux d’approximation de l’équation
de la chaleur, par ordre de simplification croissante :
- Navier Stokes complet compressible
- Navier Stokes incompressible
- l’Analyse Phénoménologique Épaulée par les Développements Asymptotiques
Raccordés qui mène a des problèmes simplifiés mais cohérents
- l’utilisation des coefficients d’échanges qui simplifie trop mais permet de di-
mensionner rapidement un dispositif.

Il faut ensuite jongler avec les différents niveaux compte tenu de la puissance
de calcul disponible.

On retiendra qu’il est impossible de résoudre ”tout”, on simplifiera l’influence
de l’”extérieur” en utilisant les coefficients d’échange, et on essayera de résoudre
le mieux possible l’”intérieur”.
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