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Un jet chaud sortant d'une cheminée de machine a vapeur, ou d'une cocotte minute est
particuliérement complexe a étudier. Cet écoulement est souvent turbulent et 3D (quoique assez
axisymétrique).
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figure 1 un panache dans un champ de pesanteur.

Ici, nous allons simplifier les choses fortement, nous placer en laminaire stationnaire et en 2D
plan: la cheminée est en fait une fente. [La méthode est quand méme générale, et peut étre
étendue au cas turbulent axisymétrique en choisissant une loi de viscosité turbulente].

Dans le conduit de cheminée, I'écoulement est un écoulement de Poiseuille établi, il débouche
brusquement dans 'air libre qui est a température plus faible. L'écoulement n'y est plus borné



par des parois, et leprofil de vitesse va sadapter pour donner un jet chaud. Mais, ce jet va se
déformer sous I'action de la force d'/Archiméde qui va l'accélérer pour le transformer en beau
panache (figl).

II'y donc passage d'un écoulement interne a un écoulement libre et compétition entre la
convection forcée et naturelle...
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figure 2 lacheminée qui créelejet et le panache

Dans ce probleme subtil, nous allons examiner plusieurs cas simples. Dans la partie (1.) on
étudie la solution autosemblable du "Panache plan”. Dans la partie (2.) indépendante de (1.), on
écrit les équations dans la cheminée. Dans la partie (3.) on regarde le jet issu de I'écoulement de
Poiseuille avant qu'il ne soit transformé en panache.

Bien entendu il faut avoir al'esprit que la viscosité et la conduction thermique vont jouer tres
peu transversalement. De ce fait I'écoulement va rester confiné prés de la ligne y=0, les
guestions de (1.) ne font que répéter cette évidence.

Les questions (2.) peuvent étres résolues sans avoir réussi a mener |'analyse compléte de (1.).



1. Ecoulement de panache simple autosemblable.

1.1. Rappeler les équations dimensionnées de Navier Stokes stationnaires laminaires et 2D avec
I'approximation de Boussinesg. Remarquer que |'axe x est vertical, et que y est horizontal. La
pression est ici la perturbation par rapport ala pression hydrostatique.

Onposera T= Ty + DT :I', ou Ty est latempérature uniforme au loin.

1.2. On se place a une distance donnée L de la naissance du panache, en x>0 (cette distance est
bien plus grande que h lademi largeur du conduit). Soit Ug I'ordre de grandeur de la vitesse du
jet acet endroit, soit DT (lafaible élévation de température) a cet endroit.

Adimensionner les éguations dynamiques en utilisant Ug et L comme jauges pour (u,v) et (X,y)
(Pourquoi?). On mettra des barres au dessus des variables (x =L X...u =Uga...). Justifier que
lajauge de pression (en fait la perturbation de pression par rapport ala pression hydrostatique)
estliéeaUg, et quegaDT L=Ug2.

Montrez que devant les termes diffusifs on peut exhiber un nombre sans dimensions noté
RL=UgL/n (cen'est pour l'instant pas la peine dexprimer R en fonction de DT).

1.3. Adimensionnement de I'équation de la chaleur.

Faites apparaitre le nombre sans dimensions Pe devant le terme de diffusion. Pour écrire cette
équation on a suppose qu'un certain nombre sans dimensions était négligeable. Lequel et quelle
est son expression en fonction de Ug et DT. On suppose que Pr, le rapport de Pe et de R est
d'ordre un. Quel est le nom des nombres R, Pe et Pr ? Valeur de Pr pour I'eau?

1.4. Nous commencons par la solution extérieure (R_=¥ ), on observe que loin du panache en
y=+¥ |avitesse est nulle et la température uniforme. Constater que la solution de repos est
solution des éguations, que vaut la température? Conclure qu'a nombre Ry infini on peut
admettre qu'il ne se passe "rien” pour tout ¥ dont la valeur absolue est supérieure a h/L ou h est
lademi largeur du canal (on suppose de plus que h/L<<1, h/L tend vers O: I'écoulement ne se
produit que sur une ligne singuliére y=0).

1.5. Ayant dégagé par I'adimensionnement la ligne singuliere x>0, y=0, nous allons I'étudier
en faisant un changement d'échelle transverse. C'est la solution intérieure. Pour l'instant on
oublie ce qui se passe en X=0, et donc on ne parle plus de h la demi largeur du canal en X<0
dans cette partie 1.

1.5.1. On vabien entendu garder X comme échelle longitudinale mais poser 3~/ =(d/iL)1ly.

En déduire lajauge de la vitesse transverse sachant que |'on garde Ug longitudinalement



(u= an). On remarque que I'on garde r Ug2 pour la jauge d'écart de pression et DT pour la
jauge d'écart de température.
1.5.2. En écrivant |'équation de u en déduire le lien entre (d/L) et R..
1.5.3. En écrivant |'équation de vV en déduire gue lapression ne varie pas avec )7 Puis, montrer
que la perturbation de pression par rapport ala pression hydrostatique est en fait nulle dans cette
couche.
1.5.4. En déduire e systéme d'équations de couche limite dynamique et thermique "libre" qui
permet de garder le maximum de termes prés de ligne y=0 (on rappelle que Pr=0(1)).
1.5.5. Si on résout pour ;/ entreO et ¥, justifier que ﬂ—j()'(J:O):O et ﬂ—j()‘(,;:O):O, gue

y y
vaut v(%,0)? Quelle est lavaleur de u(x, ¥ ) et de T(X,¥)?

1.6. Invariants

1.6.1 En écrivant I'équation de la chaleur sous forme conservative et en l'intégrant
¥

transversalement, montrer que: 00u~'l~' d; est une constante que I'on peut poser égale a 1/2 par

le choix de la normalisation.

1.6.2. Poser le systéme complet d'équations aux dérivées partielles avec ses conditions aux
limitesen 37:0 et §:¥ . On ne pose pas de conditions en X=0 pour |'instant.

1.6.3. Par dilatations de toutes |les variables montrer que la variable de similitude est:

h=y ()25, onposera x=%, u(xy ) =xa f'(h), et T(xy)= xbg(h). Vaeursdea etb?
1.6.4. Poser |e probléme autosemblable (équation différentielle du troisiéme ordre pour f et du
second pour g). On admet que I'on peut résoudre numériquement ce systéme coupl é et tracer les
profilsdef' et de g. Tracer grossiérement ce que pourraient étre ces profils a votre avis.

¥
1.6.5. Retour aux données physiques. La conservation de l'intégrale OOJ:I- d37 lai sse supposer

¥
gue c'est cette quantité qui est fondamentale pour le jet. On pose F =2 611 (T-Ty)dy, il sagit la

d'une quantité dimensionnée. En déduire que F/(UgDTd) est une valeur numérique d'ordre un.
Montrer que I'on peut alors en déduire les expressions de d, DT, et Ug en fonction de la
position choisieL den, de (ga) et delavaleur F uniquement.

2. Ecoulement de Poiseuille avant la sortie loin en aval.
2.1. L'écoulement est invariant par trandlation (figure 2).



Bien entendu, il n'y apas de force de Boussinesg dans cette partie de I'écoulement. Vérifiez que
s lavitesse est delaforme: u= Up (1- (y/h)2) et v=0, alors on peut en déduire le gradient de
pression qui provoque cet écoulement. Exprimez le en fonction du nombre de Reynolds Re
construit avec lavitesse au centre et |lademi largueur h du canal.

2.2. Lesparois sont maintenues alatempérature Tg constante.
Ecrivez I'équation de la chaleur associée et vérifiez rapidement que si on suppose que E=0,
alors T =T est solution partout entre les deux plans.

2.3. Ordre de grandeur longitudinal de la destruction de Poiseuille (formation du jet).

Cet écoulement canalisé (x<0) débouche brusguement dans un espace semi infini (figure 2).
L'étude précise de la discontinuité est compliquée, elle fait intervenir une sophistication que
nous passons sous silence. Nous supposons simplement que I'écoulement précédent de
Poiseuille est toujours vrai en x<O0. Il devient une condition initiale en x=0 d'un écoulement de
jet/ panache. Ce dernier écoulement se produit dans le demi espace x>0 et -¥ <y<¥.

A priori, on garde h (pourquoi?) comme échelle de longueur transverse. De méme la vitesse est
mesurée par Up.

Montrer, pour x>0, qu'il existe une échelle de longueur L telle que I'on puisse garder les deux

termes suivants;

g L1,
ﬂx Ty Ty

en déduire I'expression de L en fonction de Re et h.

Avant de continuer, examinons le probléme extérieur: c'est en fait le méme que dans la question
1. Lalongueur L que nous venons de dégager pouvant étre celle de la question 1. La vitesse
caractéristique étant ici Up,.

3. Equation du jet

3.1. Montrer rapidement que I'on peut adimensionner les équations dynamiques avec L et h (de
la question 2.3. Faites apparaitre le nombre sans dimensions J = g aDT L/Up2 (que l'on
suppose pour l'instant d'ordre un, mais que I'on ne pose pas égal a 1), quelles sont les jauges
de lapression de latempérature qui donnent:
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v(x,0)=0, E,\G(Q,gl\:O):O et jTA%(Q,_\?:O):o, Uk ¥)=0et TX,¥)=0.
y y

On fait J=0 danslaquestion 3.2 et 3.3.

3.2 Avec J=0, le systéme précédent est celui qui décrit un jet libre. Montrer que le systéme
¥

précedent conserve l'intégrale gf))ZdQ. Il sagit del'impulsion du jet.

3.3. Montrer (si J=0, et si on oublie ce qui se passe en Q=O) gue la variable de similitude est
y/x213 et que la vitesse est en X-V3.

4. Passage de Poiseuille au Panache viale Jet.

On peut maintenant se poser la question de larésolution du "probléme complet”
Danslaquestion 2, on avu gque la solution de Poiseuille débouchait dans I'atmosphere en x=0.
Danslaquestion 3 on aétudié le jet sortant sans effet de force de Boussinesg. On la réintroduit
(par le paramétre J). On choisit I'échelle L de la question 2, comme échelle de longueur
longitudinale et que |'on choisit Up comme échelle de vitesse.

4.1. En déduire que les valeurs initiales de vitesse et de température pour le systeme (3.1) sont:
U(X=0, ¥ ) = (1-y 2) pour O<y<1 et U(X=0, ¥)=0 pour 1<y, et V(X=0, )=0.

guelle est latempérature en x=0?

4.2. Les dessins suivants sont des résolutions numeériques complétes des équations 3.1 avec
toutes les conditions aux limites (dont celles en x=0 de 4.1). On y représente la solution
calculéeﬁ(/ﬁ, 9 ) en 9 =0. Commenter les graphes, vérifier les différents comportements
asymptotiques.

Note: les graphes sont enlog -log. Sur la figure 3, il y a deux courbes correspondant a J=0 et
J=0.01, elles sont confondues jusqu'a Q~5, lacourbe J=0.01 remonte, |'autre reste confondue
avec ladroite notée ("pente= -1/3"). Sur lafigure 4, il n'y a qu'une courbe correspondant au
cas J=0.01 (et deux droites notées "pente= -1/3" et "pente= 1/5", attention on est en log log')
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fig 3: vitesse au centre calculée G(Q,O) (2J=0.01 et J=0) en échelles log-log.
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fig 4: vitesse au centre calculée G(Q,O) (2J=0.01) en échelleslog-log.



De Poiseuille au panache via le jet. correction simplifiée

1.1. Lesysteme selit: Tu +ﬂ =0
ix Ty
2 2 -
uﬂfu+v@ = -ﬂp+n(ﬂu+::11l;) +agDT T
y

ix Ty rix fx2
2 2

uﬂiv + Vﬂiv - _ & + n(M + M)

™ fy rly %2 fy2

2 2
uﬂ + Vﬂ - nPr-l(H + M)
> Ty ™2 qy2

12. et 1.3.onmesureu et vavec Ug; X ety avec L,
u=Ugl, v=UgV, x=LX,y=Ly,T= To+DTT

s on pose p = po +(r Up2)p, et agDT=Uq? cela permet de mettre en relief e caractére
moteur de laforce de Boussinesg pour cet écoulement, la pression sadaptant alors. Devant

les termes visqueux, il vient I'inverse de (UgL)/n =R(:

O v 3 3 o 20 920 -
ﬂ7u+ﬂ7V:O Uﬂilj+v@:_ﬂ7p+R-l(M+M)+T
% Ty % v X %2 fy2
v Y 0 2y 12y T T 2T 127
U1LV+ \7& = _@4_ RL—l(M+ M)1 l]ﬂ+ Vﬂ = RL—l pr-l(u+ ﬂ)
= v W %2 y2 % Ty %2 1y2
1.4. Si R =¥, le systeme devient:
AL L L L LA L L LA L)
x Ty x Ty i x Ty Iy % Ty

alors 0=0, T=0et V=0 et trivide pour x>0 et y>h/L, pour y<h/L on aurait I'écoulement
initial de Poiseuille qui continue sur salancée. Ni la vitesse ni la température ne peuvent
diffuser de cette région (qui est la ligne singuliére y=0 si on suppose que h/L->0), elles
restent nulles partout.

1.5.1. démarche classique, pour garder le maximum de termes dans I'incompressibilité et la

dérivée totaleil faut poser U(R,y)=T(XY), (d/L) V(Xy)=V(X.5) et (dIL)y=Y.

AP SvAy TR A
x Ty x Ty
~ 2 -
1.5.2. uﬂ— ~ R L(L/d)2 ﬂfu. pour retrouver le terme de diffusion disparu, il nous faut
I Ty2
o2 ooy (VLo T TP -
prendred/L =R Y« D'ou:u—u+v—u =-—p+-——_—u+T,.

w Ty 1 W
1.5.3. L'équation transverse est passive
15ty Prpa PogeoT5 = I
u=—v+v—v - —Vv) Rt - SV RL-¢ =-——p donne pnedépend quede X, mais
x Ty Ty X Ty

comme al'infini la perturbation de pression est nulle le raccord donne E =0.
1.5.4. I'équation de la chaleur devient simplement



Y VR 2
uﬂ—T+v—~T :Pr'lLT

~ "

~ Ty Ty?
- - O~ 2 - -
etonacﬂ—u+ﬂ—~v:0, et uﬂ—u+v‘"—~u:ﬂfu +T
= Ty ® Ty 1y

1.5.5. Lacondition ﬂ—j(xg =0)=0 peut sinterpréter comme une condition de symétrie par
iy

rapport é&:o. Elletraduit auss lefait qu'il n'y a pas de contraites de cisaillement entre le haut
et le bas, de méme le profil de température est symétrique...

Leraccord asymptotique G()'(,¥) = u(x,0) et 'T'(>'<,¥) :'-I'(ZO)
nous donne G(X,¥) =0et T’()‘(,¥) =0.
Lavitesse est nulle sur I'axe par symétrie \7()'(,0):0.

~q ~ —q - ~—~ _~— 2 ~
1.6. uﬂ—T+vﬂ—~ = ﬂ—(u T)+ ﬂid(TV) = F’F'lﬂTT-
® v 91X Ty Ty?
¥
Onintégrede0ay . 1-( OOT dy )+ [(TW)]o¥ = [Pr-1 1T ]g¥
aw O Ty

or latempérature est nulle en ¥, lavitesse est nulle en 0, la pente de latempérature est nulle en 0
et en I'infini. L'intégrale est donc conservée.

1.6.2.
~ - o~~~ €2
ﬂ—u+ﬂ—~v:0; uﬂ—u+vﬂ—~u:ﬂ7u +T.
™ Ty ~ Ty W
¥
O~~~ 2 - N~
uﬂ—T +V ﬂ—j = Pr-lﬂTT, ﬂ—( QOuT dy )=0 (conséquence des équations)
x Ty "2 x0
Y%0)=0, L i(%y=0)=0et " T(xy=0)=0, U(%.¥)=0et T(X.¥) =0,
Ty Ty

1.6.3. Nous utilisons la méthode classique: par dilatation (on oublie les chapeaux et autres
tildes...) u=u*u, T=T"T x=x"X, y=y"y ... l'invariance des équations donne :

u" =x"y2, v =xT Uy, ut2=T'x"
L'invariance de flux de uT donne u*=1/(T*y"), donc aprés calcul:

y* = X*2/5_ T*: X*-3/5 u* = X*l/5

donc Fp(uu*xx*,yx*)=0 la relation implicite liant la vitesse et ses coordonnées devient
F1(ux* Y5 xx* ,yx*2/5)=0, par dimination de x*, elle sécrit Fo(u/xY5,xx*,y/x%5)=0, vrai pour
tout X", donc cet argument n'existe pas: u/xY/S est fonction de y/x2/>.
x=x, u=xY5f'(h) et h=y/x?5, on en déduit y=x3/5f(h), v = x-25 V(h). De m"me, on en
déduit que T=x-3/5g(h). Pour les panaches laminaires plans, la variable de similitude est y/x2/5.
1.6.4. latransformation des dérivées sécrit:

fix = (MXMMX)MTx+(Th/TX)Th - et Ty = (Tx/Ty) Tx+(Th/y) Th
cequi donne: Tix = flx -(2/5)hx 1 et Ty =x"Z51 d'ou:
u=xY5f'(h) donc y=x35f(h) e¢ v=51x252hf -3f)



d'ou l'ontire
X-3/5 X_3/5
ufxu= T(f'f' - 2f''h) e viyu= ?(-f"f+ 2 f'f'h) et 'ny2u:x-3/5f“'

UTKT = g x75(-31'g-2hf'g’) etviyT= ¢ x752h ' g-31g) et f,2T=xT5g"

puis, on obtient le probleme autosemblable:
-3

T@2-stty =tm+g & 2 fg=g-

¥
avec (g‘b'gdhzllz,f"(O)zo, f'(¥)=0, g'(0)=0 g(¥)=0.

¥
¥ ~
1.6.5. L'integrale du flux de chaleur F=2 éj,l (T-Ty)dy = 2 0OuT dy Ug DTd, par

¥ ¥
définition des jauges, donc s on pose 2 OOU—?I' d37 =2 gb'gdhzl, donc F=Ug DTd.

Or,gaDTL=Ug2 et Ug = (n/L) (L/d)2 donc F=Ug DTd = Ug (Up?(gal))d et donc:
d_ n3

L= gaL?)

(F gaL?)

donc Ug =(nL)(d)-2 et DT = (F/n) (d/L). On retrouve bien entendu, que d est en L5 puis

que Ug est en LY, puisque DT estenL-3/5,..
et le probleme autosemblable est completement résolu.

)1/5

2. I'incompressibilité est vérifiée, la vitesse transverse donne Yp/fly=0 donc:

d 7191 d Rel
0=- +Nn— —u =>- -p=2nmJyh2=2(rUpy?) ——, avec Re=Ugh/n.
rdxp Iy Ty ax P p (rUp9) h p
u%ﬂ u et ng— E u sont d'ordres de grandeur Up?/L et nUp/h2. Si on garde ces deux
X y 1y

termes c'est que lalongueur est telle que L = h (hUp/n).

3. 1 est résolu par I'énonce lui méme. Notons que Iajaug/e\ dev est hUp/L.

3.2. sobtient en intégrant transversalement par rapport ay (de 0 a ¥) I'éguation de quantité
de mouvement réécrite sous forme conservative:
T[/\2 I An 12 A AN I Ann I Ann AN
—AUc+ AUV = —x-U. +lescl: v(X,0)0=0, —au(X,y=0)=0et —au(x,y=¥)=0¢et u(x,¥)=0
> Ty Ty? Ty Ty
3.3. Nous utilisons la méthode classique (on oublie ici les chapeaux): par dilatation u=u*u,
x=x"X, y=y"y ... l'invariance des équations donne: u* = x*/y*2 et v* =x" u*ly*
donc F1(uu® ,xx*,yx*)=0
L'invariance du flux de u2 donne u*2y*=1, donc x* 2/y*3=1, u*=x*-1/3; yv* = x*-2/3
gz(ux*'lf3,xx*,yx*2/3):0, par dimination de x*, Fa(uxY3xx*,y/x%3)=0, vrai pour tout x*,
onc:
u=x"Y3f'(h) et h=y/x2/3, x=x. y =xY3f(h), v =x-23V(h)
Pour lesjets laminaires, lavariable de similitude est y/x2/3.
latransformation des dériveées sécrit:



fix = (XX Mx+H(Th/TX) T et Ty = (Tx/y) Tx+(Th/qy) I donne:
Mix = Tx -(2/3)hx 9, et Ty =x-2/3q, d'ou;

x-2/3
U=xv3'(th) V= T(th"f)
d'ou l'on tire
-x-5/3 x-5/3
UhU=-—3 (f'f' - 2f"f'n) VU= T(-f"f'+ 2 f"f'h)
probleme autosemblable. L'équation différentielle arésoudre
3fr+ff +f2=0.

¥
avec comme conditions aux limites f(0)=0 f"(0)=0, f'(¥)=0 et la normalisation: Cg‘lb'zdh:1/2,

4.1. Latempérature initiale est celle qui sort du canal:

N N N N NN N N

T(x=0,y) =1 pour O<y<1 et T(x=0, y=0)=0 pour 1<y. On résout alors le systéme complet
paramétré par Jlaforce relative de la "force de Boussinesq” par rapport a "I'éan conféré par
I'écoulement de Poiseuille dans la conduite”; on regarde donc comment évolue la vitesse. On note
bien que lalargeur du canal est I'ordre de grandeur de |'épaisseur de couche limite.

4.2. On peut alors intt/a\rpréter les figures comme suit. Figure 3, I'écoulement de Poiseuille

débouche du canal en x=0, la ou les conditions aux limiotes changent; si J=0, |'écoulement
évolue peu apeu vers un écoulement de jet, et on vérifie bien qu'assez loin ( Q>1) la vitesse au
centre est en X-U3, d'oli a pente -1/3: y=A x-U3, donne Log(y) = (-U/3) Log (X) + LogA). En
revanche si on a mis un peu d'effet de flottaison (J=0.01), I'écoulement commence par se
transformer en jet (il ala pente -1/3 de x~1 jusqu'a ’)2~5). Mais ensuite, la force d'/Archiméde
I'accél ére, la vitesse réaugmente apres étre passée apres un minimum en %~10. Pour  x>100 on
obtient le régime de panche avec une vitesse en (Q) 15,

On constate donc que la solution semblable est obtenue assez loin de I'entrée (d'ou l'utilité de
connaitre ce type de solutions...)

Notons que si I'on reprend le systeme de la question 3.1 et que I'on cherche les échellestelles
gue tous lestermes soient avec un facteur 1. C'est adire que I'on cherche les échelles telles que
J digparait:
Y = J-1/5 X2/5
q:J-]f5 X-3/5
U= J2/5 X1/5_
Ces équations (3.1) sont écrites avec |'échelle transverse mesurée avec h et I'échelle logitudinale
mesuréeavec L = h (Uph/n). Lorsque Y = JU/5 X2/5, J disparait des équations, donc cela veut
dire quel'on aen fait adimensionné les équations avec I'échelle L et d telle que d=Yh, et L=XL.
CommeJ= gaDTgL /Up? = gaDTgh?/(nUy), lerapport:
(d/L) = (h/L) V5 X-3/5
devient (d/L) = (Uph/n)'1 (gaDTg h/(nUp))-V5 (L/(h (Uph/n)))-3/5,
ce qui revient, apres substitution a avoir pris

d n3

15

L *((up h DTo) gaL?d)
Autrement dit, on éudielejet qui sort du cand, il est alors naturel de prendre comme échelles h
lademi largeur et Up. Le terme d'Archimede se traduit par le paramétre J. On n'est pas dans les
échelles du panache, mais on retrouve bien e panache et son scaling.
Si on se trompe d'échelles, ce n'est pas grave, on retombe sur elles plus loin!!!



caloul J=0,01 —

pente 1/5
pente -1/3 —
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. N .
vitesse au centre pour les grandes valeurs de X: on retrouve le comportement en puissance -1/5.






