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Etude des vents Anabatique et Catabatique.

L’objet de ce probleme est I’étude (simplifiée) de vents le long des montagnes. On distingue deux
vents : le vent "anabatique” et le vent ”catabatique” (du grec kaTa faitvw je descends, ava fawvw je
monte). Les deux sont des vents gravitationnels créés par la force d’Archimede (terme de Boussinesq
dans les équations).

Le vent anabatique est levé par un mécanisme assez similaire a la brise de mer. Une pente faisant
face au soleil sera réchauffée rapidement par le rayonnement, la température de l'air pres de la pente
sera donc plus chaude que celle de l'air dans I’atmosphere. Une poussée d’Archimede produira alors
un mouvement le long de la pente vers le haut. Inversement la nuit, le vent descend la montagne, on
I’appelle alors ”vent catabatique”.

iso température de base %
Y 3 3
i montagne
X

En fait, les vents catabatiques sont surtout tres forts en Antarctique ou en Arctique au Groenland.
La vitesse du vent peut étre alors tres élevée (plus de 300 km/h). Le Mistral (vallée du Rhéne) et la
Bora (Croatie, mer Adriatique) sont deux vents catabatiques européens.

On rappelle que ’on va étudier I’écoulement dans le cadre de 'approximation de type ”Boussinesq”
en régime stationnaire : les équations de conservation associées au mouvement (l'axe des x est le
long de la pente, y est perpendiculaire, Y est la verticale; l'angle entre X,Y et x,y est ), sont
I'incompressibilité de Iair et la quantité de mouvement pour le fluide ainsi que I’équation de la chaleur.
On a avec les notations classiques :

0 o . Op . Pu  O%u
,00(“%“ + Uafu) =5y P09 sin(0)(1 — a(T —Tp)) + M(@ + 87312)

0 o . Op v 0%
po(u%v + va—yv) =5, " cos(0)g(1 — a(T — Tp)) + ,u(@ + 87;2)

On remarquera que le vent est une couche fine pariétale dont 1’épaisseur sera notée é.



Etat de Base

Au travers de 'atmospheére, la température évolue avec 'altitude. Dans le cas d’une atmosphere stable,
le vent est nul, la température augmente en fonction de la hauteur Y = cos(6)y + xsin(f). On posera
T =Ty + B(cos(8)y + xsin(#)), ou B est le gradient vertical de température supposé constant. Dans
le cas sans vent, la pression varie aussi en fonction de la hauteur. On appelle pression hydrostatique
cette pression.

1.1 Ecrire I’équilibre hydrostatique.

1.2 On appelle pg la référence de pression. Exprimer ppyaro (on pourra se placer dans le repere vertical
Y = cos(0)y + xsin(0) et X = cos(0)x — ysin(f) pour simplifier le calcul).

Mouvement le long d’une pente infinie

Comme expliqué plus haut, la pente de la montagne est un peu chauffée et échauffe le fluide. On pose
pour la perturbation autour de I'état hydrostatique T = Ty + B(cos(8)y + xsin(0)) + (AT)T, cette
élévation d’ordre (AT') de la température provoque le mouvement du fluide : on pose u = Upau. Lorsque
la montagne est assez longue, I’écoulement est établi, il n’y a plus de variations longitudinales en z,
les champs dépendent de y uniquement (et v = 0). On remarquera que la perturbation de pression
par rapport a la pression hydrostatique est nulle car elle ne joue pas de role dans le mouvement.

2.1 Montrer que I'incompressibilité est vérifiée.

2.2 Ecrire les équations de conservation de quantité de mouvement compte tenu de I'invariance en zx.
2.3 Adimensionner ’équation suivant u et trouver par moindre dégénérescence une premiere relation
entre les ordres de grandeur Uy et (AT) .

2.4 Fcrire 'équation de la chaleur complete en stationnaire mais en négligeant le terme d’élévation de
la température par la viscosité (quel est le nombre sans dimension associé a ce phénomene 7).

2.5 Montrer que compte tenu des hypotheses I’équation de la chaleur s’écrit

o7

u:A8y2.

Identifier le coefficient A en fonction des caractéristiques du fluide et des parametres du probleme.
2.6 Adimensionner ’équation de la chaleur en utilisant § 1’épaisseur caractéristique du vent pariétal.
Trouver par moindre dégénérescence une deuxieme relation entre Uy et AT (et les coefficients perti-
nents).

2.7 En déduire ’épaisseur § en fonction de g  Pr B et a.

2.8 Exprimer ensuite Uy.

2.9 Vérifier que le systeme a résoudre se réduit a %‘; +u=0.

2.10 Quelles sont toutes les conditions aux limites ?

2.11 Montrer que la solution est en e %¥sin(K7). Calculer T.

Longueur d’établissement

On a en fait pas pris en compte la dérivée totale pg(ua%u + va%u) ni le gradient de pression hors

pression hydrostatique —(5p)% dans la question précédente. La vitesse est bien toujours d’ordre de



grandeur Uy déterminé plus haut.

3.1 Quelle serait 1’échelle de longueur L. pertinente qui permettrait de tenir compte de la longueur
d’établissement de I’écoulement ?

3.2 Quel sera 'ordre de grandeur de la vitesse transverse ?

3.3 Quel sera l'ordre de grandeur de (0p) ?

3.4 Comment relier L, et 'invariance en = de la question (2.)?

Influence de la force de Coriolis

Dans le cas du vent catabatique en région polaire, il est si fort que la force de Coriolis n’est plus

négligeable. La vitesse w transverse entre en jeu. On se place encore une fois dans le cas du régime

établi, il n’y a donc plus de dérivée totale et I'invariance donne u(y), v =0, w(y) et (AT)T(y).

4.1 Montrez que I'on obtient alors les équations suivantes (pour un vent catabatique 6 est négatif) :
0?u 0w k(AT) 0T

0 = gsin(0)a(AT)T — fwcos(f) + VaT/Q, 0= fu+ VaT/Q, 0 = —Bsinfu + pocy O

f est le parametre de Coriolis f = 2Qsin\ (vitesse de rotation de la terre et lattitude du lieu).

4.2 Quel doit étre I'ordre de grandeur de f pour que la force de Coriolis soit a prendre en compte ?
4.3 Ecrire ’équation différentielle pour 7. Quelle sera la forme de la solution pour les différents
champs ?
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Etude des vents Anabatique et Catabatique

1. Manifestement ’altitude dans le repere re-tourné (le repere habituel suivant la verticale) est bien
Y = cos(0)y + xsin(f). donc comme T = Ty + BY', I’équation est simplement :
0= —6phyd + pog(1 — aBY'), soit par intégration : ppyq = po — pog(Y — aBY?/2).
Si on Ie falt sans se poser de question, c’est plus compliqué, on part de 1’équilibre :
= +pogsin(0)(1 — Ba(cos(0)y + zsin(6))) et % = —ppcos(0)g(l — aB(cos(0)y + xzsin(0)))
On integre la premiere en x, cela donne p = +pogsin(f)(x — Ba(cos(0)yx + (22 /2)sin(0))) + F(y) on
dérive par rapport a y et on identifie a %Z :
—pogsin(0)(0 — Ba(cos(0)y +0) + F'(y) = —po cos(0)g(1 — aB(cos(0)y + xsin(h)))
donc F(y) = po — po cos(8)g(y — aB(cos(0)y?/2 + 2zysin(f))). On trouve la méme chose :
p = po — pog(xsind + ycosh) + 3 (aB(zsinb + ycosh))?.
Si on fait des changements de repere on fait attention, on a dx = 0.
2.1 L’incompressibilité % + g—; = 0 est vérifiée car v = 0 (adhérence) et 9, = 0.
2.2 L’équation en u donne (il n’y a pas d’équation en v), resp. 2.3 s’adimensionne :

0u 0u
0= pogasin(ﬁ)(AT)T+ua 5, resp. 0=T+ a7

grace & l'ordre de grandeur : Uy = pogasin(6)(AT)6%/pu. On a fait disparaitre les termes de variation
de température dans pp,q (ca vient des questions 1.1 et 1.2), il reste une perturbation transverse de
pression qui est un résultat de l'intégration de T" en y (non demandé dans I’énoncé). )
2.4 2.5 et 2.6 L’équation de la chaleur s’écrit (& nombre d’Eckert nul) pc,uBsin(0) = k‘(AT)‘?;Tg
d’ott A = k(AT)/(pcpBsin®). En adimensionnant, on trouve une nouvelle relation liant les jauges de

vitesse et température Uy = k(AT)/(pc,Bsin(0)d?) et ainsi I'équation de la chaleur est @ = gyT

V2

2.7 On obtient par élimination % = Jsin20PrBa

2.8 Uy = (AT)+/(ga)/(PrB) est indépendant de la pente 0 et dépend de Pr.

2.9 et 2.10 Conditions aux limites : vitesse nulle en 0 et a l'infini, température nulle a 'infini.
Température donnée constante en 0 (on prend 7'(0) = 1). Ordre 4, donc 4 conditions... Si on ne
sait pas que les solutions d’une EDO d’ordre 4 sont en eP? avec p* +1 = 0 donc p = €/* d’ont

une combinaison de e v sin ( \/5) et e v cOS (\%), alors on vérifie la forme proposée et on dérive

e KVsin(K7). La dérivée seconde est —2K e KVsin(Ky) pUIS la dérivée 4eme est —4K*e KVsin(K7)

ce qui nous donne bien K =1/ V2. On vérifie que @ = e 7 sin (\%) résout ’équation différentielle.

4 eV Y
La température est T = e \/5 cos (\/5)

Ces champs vérifient bien la vitesse nulle en 0 et I'infini, et la température nulle & I'infini. Température
donnée en 0.



Ci dessous Tracé des profils et image originale du livre de Prandtl,
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3.1 On équilibre pUZ/L. le terme convectif que I'on réintroduit & ulUp/d? le terme diffusif qui est
toujours le méme. Donc L, = 6(Upd/v).
3.2 la vitesse transverse est 6Up/Le
3.3 La pression poUg
4.1 Coriolis avec f = 2Q2sinA donne effectivement les équations proposées.
La version distribuée de I’énoncée était avec le mauvais signe (recopie hative des équations de Stiperski
écrites en variables différentes)
4.2 les vitesses u et w sont du méme ordre de grandeur et f ~ gtanfaAT, posons f le parametre de
Coriolis réduit. on a (pour un angle négatif)

0*u 0w o0*T

donc 0 = (1 + f?)a + g%;%. la solution est du méme type que la précédente.
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Texte du livre de Prandtl :
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: CONVECTION 433
i’.-',. ¢) Vent de montagne et vent de vallée dans I'air stratifis. — Tant qu'il n'y a
F" ~ pas d'influence de stratification, on peut,

des formules pour Ia plaque verticale,
a le long d'une surface plane inclinée
du milieu ambiant, si 'on remplace dans ces
ment il faudra tenir compte de ce qu’en raison
e lempérature qui se produit dans le cas ou la
@ que le milieu ambiant, il se développe une

déduire théoriquement ce qui se passer
ayant une température différente
formules g par g sin =. Pratique
~ de la perturbation du champ d
- surface oblique est plus chaud

* ~ instabilité statique ou une tendance accrue i l'apparition de la turbulence.

~ Geci s'applique au-dessus de la surface. Sur la face inférieure d'une surface

_“ __#hluﬁél! ou sur la face supérieure d'une surface refroidie il se développe par

~ contre une slabilité statique et par 14 uge tendance allénuée a l'apparition de
~la turbulence.

Bi-=  Mais d'autres conditions prennent naissance si par suite d’
'.'~ par exemple lorsque la température polentielle (*)
= primilif de la masse d'air est stable. Dans
~ ce cas une parlicule d'air réchauffée ne
e pourra s'élever que jusqu'a l'endroit oi
- elle sera entourée de particules de méme
b ;hmpérature. Si cependant la surface lui
~ communique alors un nouvel apport de
- chaleur cette particule continue 4 monter
~ d'une manibre réglée par l'apport de cha-
~ leur.
~ Clest le cas laminaire qui est le plus
~ simple & comprendre, voir figure 314,
ans le cas dune surface inclinée sous un

le = et qui présente parlout un excédent de température par rapport & la

sse d'air stratifiée, on obtient & pen prés une vitesse uniforme pour chaque
:_MIu (*), de sorte que l'inertie reste sans influence.

une stratlification,
croit vers le haut, 1'état

Fic. 314, — Yent le long d'une pente.

dour le caleul, il est commode de transformer les coordonnées = el = (voir

)» en coordonnées s et n respectivement paralléle et perpendiculaire & la
: s¢ oblique. En tenant compte de la perturbation de température ¥ due a la
, : ermique & partic de la surface oblique, la température potentielle
devient :

s

by =4 + Bz + ¥(n). (1
qui a été dit plus haut la vitesse w paralléle & s doil éire simplement
n.

De I'équation de Navien-Sroxes il ne reste donc, aprés sousiraction
n au repos, que : Sk ;
ﬁ:ylinl.ﬁ!'ﬁ-va—n.- (2)

s
[ J3,

whln nnhistll:n :ﬂ:uphh::ﬂ:u au départ au bord inférieur de la surface
'
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