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On considére un écoulement de fluide visgueux pesant bidimensionel, stationnaire,
rencontrant une plague plane semi infinie (la gravité est perpendiculaire alaplague). Le

fluide a une masse volumique r y constante a l'infini et une viscosité de cisaillement m

également constante. Ce fluide est |égérement dilatable, de coefficient de dilatationa. A
I'infini amont, |'écoulement est uniforme de vitesse constante Uy paraldealaplague et a
lapression py.

La plaque plane est chauffée a une température Tyg(x) (q(x) fonction donnée sans
dimension et T\, température constante) différente de celle du fluide al'infini amont qui
est notée Ty (constante).

On a noté (x,y) les coordonnées d'un point quelconque dans I'écoulement, I'axe des x

étant le long de la plaque et I'axe des y norma a celle ci. Comme d'habitude, les
composantes de la vitesse, de la pression de la température sont notées u(x,y), v(X,y),

p(x,y) et T(X,y).

Il sagit donc du probléme de la convection MIXTE: superposition de convection forcée
et de convection naturelle.
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Premiére Partie

1-1 Ecrire le systéme d'équations (dont Navier Stokes) compte tenu de I'hypothese de
Boussinesq. On notera (1) ce systeme de quatre équations.
Ecrire les conditions aux limites du probléme.

1-2 Ecrire le systéme (1) en prenant pour échelle des longueurs L la distance & partir du
bord d'attaque a laguelle on étudie le phénomene, et comme échelle des vitesses Uy (les

grandeurs adimensionnées seront notéesX,y,u,v...
Pour la pression on posera: p=r yUy2p,+py €t

pour latempérature on introduira: T(X,¥)= (T(X,y) - Tx)/(Tw-Ty)
Ou Ty est I'ordre de grandeur de latempérature de la paroi. Naturellement on introduira
le nombre de Reynolds.

Montrer que I'on fait apparaitre un nombre sans dimension en facteur de latempérature
dans |'équation traduisant la conservation de la quantité de mouvement en projection sur
laverticale. C'est le nombre de Richardson:
(Tw-Ty)L

Uy2
Interpréter ce nombre comme un rapport de deux énergies.

Ri=ag

1-3 Ecrire I'équation de la chaleur adimensionnée, faire apparaitre le nombre d' Eckert .
On suppose dans toute la suite E<<1, on ne soccupe donc plus de ce terme. On notera P
nombre de Pranditl, et on prendra pour la suite (pour ssimplifier) P=1.

1-4 Comment passe-t-on de ce systeéme a celui de la convection forcée? Comment passe-t-
on de ce systeme a celui de la convection naturelle?

1-5 Montrer que si le nombre de Reynolds devient trés grand on obtient des termes
ressemblant a la dégénérescence d'Euler mais avec le terme en Ri présent que I'on
conserve (sans savoir pour l'instant sil est grand ou non).

Vérifier quelasolution G=1, V=0, T=0 est bien solution des équations. Le fluide, aux

échelles précédentes, ressent -t-il 1a présence de la plague tant du point de vue thermique
gue dynamique? Commentez.

Deuxiéme Partie

2- Examinons ce qui se passe prés de la paroi. Nous effectuons un changement d'échelle
pour lavariable transverse, c'est adirey.

2-1 Pourquoi fait on cela?
2-2 On pose:
X=x, y=dy,0=u,v=dv,p=p, T =T
Substituer dans le systeme des quatre égquations pour u, v, p et T de la premiére partie,

sans simplifier pour l'instant (question suivante).

2-3 Formuler le probléme de couche limite associé a ce probleme (dégénérescence

intérieure pour Re tres grand). On choisira d (attention, sans dimension) de maniere a
garder:

-I'équation d'incompressibilité,

-I'équiation de conservation de la quantité de mouvement suivant X
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-I'équiation de quantité de mouvement suivant y sera écrite de maniére a garder le terme

de température (et une variation de la pression avec y). Quel doit étre, dans ces
conditions, |'ordre de grandeur de Ri par rapport a Re?
-I'équation de I'énergie dans laquelle on néglige toujours le nombre d'Eckert.

- Commentez le choix delajaugede vetdeT

2-4 écrire toutes les conditions aux limites associées a ces équations. Ne pas oublier la
température, ni lapression.

Troiséme Partie:

3 On donne le systeme suivant:

¥
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3-1 Vérifier quiil se déduit du précédent:

Expliquer comment on a fait disparaitre la pression. Naturellement, on admet que
I'intégrale sur la température réduite est convergente. Identifier J que I'on suppose
d'ordre un.

Poser les conditions aux limites utiles alarésolution.

3-2 Comment passe-t-on de ce systéme ala convection naturelle? A laconvection forcée?
Quelles seraient les conditions aux limites pour un probléme de convection naturelle? de
convection forcée?

3-3 On peut trouver des solutions semblables pour ce systeme. Ce dernier ressemblant

beaucoup & celui de Blasius, montrer que y/CX est variable de similitude, montrer quiil est
raisonnable de poser

y =xU2f(h), X=X, h=y/CX et T=f'(h).

Vérifier que l'invariance par dilatation d%termesfjﬂ—g et ﬂ—~ oT dy obligent a choisir

ix x g
T =xY2g(h). Quevaut q(x)?
¥
3-4 Ecrire 11[ OT dy avec lesvariables de similitudeT = X-12 g(h) et h=y/¢X.
=
y

Vérifier que - (W+V@) e _ @ f + f )

™ Ty Y2 X
liant £, f", f et g.

, en déduire I'éguation longitudinale

3-5 Rappeler les expressions des composantes de la vitesse en fonction de X, h, f(h) et
f'(h). EcrireI'équation de la chaleur en variables de similitude.

3-6 Ecrire le systéme différentiel couplé en h pour les deux fonctions f(h) et g(h).
Préciser les conditions aux limites (n‘en donnez pas trop!).

3-5 Montrer que I'on peut intégrer une fois I'éguation déduite de I'équation de I'énergie.
Donner pour g(h) une expression faisant intervenir une primitive de f(h).
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Quatriéme Partie:

4 Sur lafigure suivante on atraceé f"(0) en fonction de J (aprés résolution numérique par
une méthode adhoc). Remarquer qu'un méme J donne deux f"(0). Constater que I'on
peut avoir séparation de la couche limite de convection thermique mixte, expliquer
physi quement pourquoi
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4-1 Identifier lasolution de Blasius sur la figure (vaeur de *(0)?) et identifier le cas de
la plague chaude et celui de la plague froide. Quel cas pose probléme?

4-2 Reproduire les figures ci dessous, identifier les axes, reconnaitre la vitesse et la

température.
10
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Placer les valeurs (J=0, J=0.18 et J=0.44) sur un graphe et sur l'autre (J=-0.02 J=-0.05
et J=-0.08) en expliquant pourquoi vous pensez que c'est juste.

Commentez les courbes de température. Quel est (en examinant les courbes) le flux de
chaleur alaparoi?
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Le premier a résolu la solution semblable sans pouvoir calculer les solutions doubles (le second les a
calculées). Le cas de la plague plane a température constante froide est particuliérement retors et n'a été
élucidé qu'en 2001, il mene a un ressaut thermique (comme dans |'eau!).



Correction.

Le nombre de Richardson est un rapport entre I'énergie potentielle et I'énergie cinétique

Partie 1. Si on ne tient pas compte de la viscosité, I'écoulement uniforme reste solution de
I'écoulement. Il n'y a aucun transfert de chaleur. On est obligé d'introduire une couche limite
thermique pour tenir compte de I'adhérence et du tranfert de chaleur.

u v ~‘HU fu_ Tp

2-3—_+_=0, V_=-_+d2Re 1(d2 +—) donned = Re'1/2
x Ty o Ty I ™2 fy?
Lapartie del icate est I'éguation transverse:
~ﬂv Kl Tp

(U— )d— ‘de1+ Ri T+d2Rel(d2ﬂ v M)d dleseréduitaO(d?) =-—- +RidT.
" ‘Hy Ty x2 Ty

On pose J = Ri d, le nombre de Richardson est en falt trés grand.

3-1 J=Rid=Ri Rel2 (ous onveutRi ~ Re2)

‘Hu v fu  _fu ‘ﬂlO ‘ITZU T ~‘|TT 1T Tp
U _+Vv

=0, . —=- u—+ .0=-—+ JT
ﬂx Ty x Ty ﬂx TZ ﬂy R iy
¥ - ¥
al'infini p(x,¥)=0donc J oT dy =0-p(X,y). donc ﬂ—E =J ﬂ—_, OT d y.
y ® Wy

conditions u=v=0 et T=q(x) eny=0 puis u=1et T=0eny=¥.
3-2 convection naturelle, J=1: u=v=0et T=q(x) eny=0 puis u=0et T=0eny=¥. Lavitesse
Uy est "calculée".
convection forcée, J0: u=v=0 et T=q(X) eny=0 puis u=1et T=0eny=¥.
¥ ¥
33 OT dy = O x"12g(h)x!2dh = G(h) donc ladérivée par rapport & (x,h) de G(xV2 h)
y y

q _
ouw —T=(-2Xx32)1l(@g+hg
Py P ( )*(@+hg)

j"lT' dy =(-2X)1 Qg + h g)dh =(-2X)1 hg(h) donc2f" +ff' +Jhg=0.
X

<! o0 x X

Puis on trouve |'équation de la chaleur: 2 g" + fg'+f'g =0 (c.f. cours). Systéme arésoudre:  2f™
+ff"+Jhg=0, 29" + fg'+f'g =0 et f'(0)=0, f'(¥)=1, f(0)=0, g(0)=1, g(¥)=0. Le cas J=0
est celui de la convection forcée. La contre pression induite par la couche limite refroidie (J<0)
provogue donc un freinage. C'est ce qui explique la possibilité de séparation de la couche limite
(courbes f"(0)<0: courant de retour pres de la paroi) cas de lafigure de droite. En revanche le cas
J>0 est favorable a une accél ération du fluide et produit un jet (cas de lafigure de gauche). Si J est
tresgrand, le jet est tellement fort que I'on retrouve | e cas de la convection naturelle.
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