ECOLE NORMALE SUPERIEURE
Département de Physique

THESE DE DOCTORAT DE L’UNIVERSITE PARIS VI
spécialité : Physique Théorique

Dynamique des Superfluides:
Nucléation de vortex et
Transition de phase du premier ordre.

présentée par

Christophe JOSSERAND

pour obtenir le grade de Docteur de I’Université Paris VI

Soutenance prévue le 24 Septembre 1997 devant le jury composé de :

Rapporteurs : M. P. COULLET
. P. CLAVIN

M

M. H. BERESTYCKI
M. D. D’HUMIERES
M. M. MOREAU

M. Y. POMEAU

M. A. PUMIR

M. S. RICA







Table des matiéres

Introduction générale

Partie I Théorie cinétique et Hélium superfluide.

1

L’Hélium Superfluide

1.1
1.2
1.3

Cinétique quantique

Propriétés de I’équation de Gross-Pitaevskit

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

Spectre d’excitations et critere de Landau
Le Modele a deux fluides

Vortex quantiques

Densité et vitesse superfluides
Spectre d’excitation
Vortex quantiques dans G-P
Longueur de cohérence

L’équation adimensionnée

Partie IT Nucléation de vortex.

Chapitre 1 Instabilités des solitons gris de NLS

1

2
3
4
5

Solitons de NLS.
Stabilité des solitons
Collapse du soliton

Criteres de nucléation des vortex

Conclusion

Chapitre 2 Transition transonique dans NLS

1
2
3

Introduction
Equation de phase stationnaire

L’équation d’Euler-Tricomi

© oo =1 =1 =1 O



2 Table des maliéres

4 Propriétés de I’équation d’Euler-Tricomi . . . . ... ... .. ... ... .. .. 36

5 Solution homogene de I’équation d’Euler-Tricomi . . . .. ... ... .. ... .. 38

6 Equations d’amplitudes . . . . . ... Lo o 40
Partie II1 Modele de superfluide avec transition liquide/vapeur 45

Chapitre 1 Ecoulements dans I’équation de Schrédinger non-linéaire sous-critique 47

1 Introduction . . . . . . .. 47
2 L’équation de Schrodinger non-linéaire sous critique . . . . . . . . ... ... ... 48
3 Propriétés de I’équation SNLS . . . . . . . .. . o oo oo 51
4 Ecoulement autour d’un obstacle . . . . .. .. ... ... .. ... .. .. ..., 54
4.1 Métastabilité du liquide . . . . . . . . .. oo L oo 55

4.2 Instabilité du liquide . . . . . . ... ... oo 55

4.3 Critere de nucléation de vortex . . . . . . . .. .. ... L. 55

4.4 Comparaison des vitesses pour ’écoulement autour d’un disque . . . . . . 55

5 Interprétation des résultats numériques . . . . . . . . ... 56
5.1 Ecoulements stationnaires . . . . . . . .. .. ... ... 56

5.2 Transition vers la dissipation . . . . . . ... ... . oo 57

6 Conclusion . . . . . . . . o e 59
Chapitre 2 Cavitation par explosion puissante 61
1 La cavitation. . . . . . . . . . e 61
2 Expérience dans 'Hélium Superfluide. . . . . .. .. ... ... ... .. ... .. 61
2.1 Focalisation d’ondes hémisphériques. . . . . . .. . ... ... ... ... 61

2.2 Observation expériementale. . . . . . ... .. .. .o oo 62

3 Explosion puissante dans SNLS . . . . . . .. ... oo oo 62
4 Cavitation par explosion . . . . . . . . ... oL e 63
5 Physique de I'explosion. . . . . . . .. .. L 65
6 Conclusion-Perspectives . . . . . . . . . L o 68
Partie IV Coalescence dans un systéeme diphasique 69
1 Optique Non-Linéaire . . . . . . . .. . . . o 71
2 Coalescence dans un systeme linéairement instable . . . . . ... ... ... ... 72
3 Solutions solitaires de SNLS. . . . . . . ... . o o 77
4 Stabilité des solutions solitaires . . . . . . .. ... oo 79
5 Auto-similarité et exposants d’échelle . . . . . . . ..o oo oo oL 80



5.1 Facteur de structure en dimension deux (pg>~pc) . . . . . . . . ... ...
5.2 Résultats en une et trois dimensions spatiales . . . . .. .. ... ... ..
5.3 Dépendance a la densité moyenne . . . . .. ... oL L Lo

5.4 Explication des lois d’échelle

6 Conclusion. . . . .. ... ... ...

Conclusion

Annexe A Calcul

1 Calcul des conditions de solvabilités
Bibliographie

Publications

87

89
89

93

95



Table des matiéres




Introduction générale

Depuis sa liquéfaction par K. Onnes en 1908 & Leyden, I’Hélium, par ses propriétés spectacu-
laires et par sa simplicité atomique, a été ’objet d’attention tant par les expérimentateurs que
par les théoriciens. Gaz rare, tardivement découvert en 1868 par Janssen, il n’en existe que deux
isotopes stables: 'He? auquel cette thes réfere, et I’'He3 beaucoup plus rare.

De par les faibles interactions entre les atomes, ’'Hélium fut le dernier élément a étre liquéfié et
il reste méme liquide lorque I’on tend vers le zéro absolu pour des pressions de quelques bars. Il
reste ainsi liquide & des températures ot les effets quantiques deviennent prépondérants.
Théoritiquement, Lev Landau expliqua la superfluidité et développa par la méme le concept
de quasi-particule [1]. La modélisation de I"Hélium superfluide présente d’ailleurs de multiples
intéréts: modélisation d’un liquide quantique, étude d’un liquide inviscide via une équation dif-
férentielle originale, propriétés générales des équations aux dérivées partielles.

Cette these traite donc de différents modeles de superfluides et s’articule autour de quatre par-
ties.

Tout d’abord nous dérivons I’équation de Schrédinger Non-Linéaire de maniére originale, en étu-
diant les équations hiérarchiques d’une théorie cinétique quantique dans une limite simple.
Puis, nous nous intéressons & la nucléation de vortex dans un tel modele, d’une part part instabi-
lité de solitons propres du modele, d’autre part par transition transonique autour d’un obstacle.
Afin d’améliorer ’équation modele, en vue de reproduire la transition de phase liquide/gaz que
respecte I’Hélium, nous dérivons et étudions pour un écoulement simple une équation différen-
tielle de Schrédinger sous-critique.

Finalement, cette équation permet d’étudier la coalescence par décomposition spinodale dans un
systeme liquide gaz ol les deux états stables ont des propriété radicalement différentes.
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1. L’Hélium Superflurde 9

1 L’Hélium Superfluide

Pour une température 7y = 2.17 Kelvin, ’'Hélium? liquide admet une transition de phase du
second ordre. En dessous de cette température, qui décrit ce que ’on appelle le point-A, ’'Hélium
adopte plusieurs propriétés inhabituelles dont la plus connue est la superfluidité: le liquide peut
alors s’écouler sans frottement & 'intérieur d’un capillaire mince, pour de faibles vitesses.
Deplus, au dela d’une certaine vitesse, ’écoulement n’est plus inviscide.

1.1 Spectre d’excitations et critére de Landau

La superfluidité fut expliquée par L. Landau, en 1941, dans un article qui lui valut le Prix
Nobel.[1]
Il établit notamment la forme du spectre d’excitation de plus basse énergie ¢(p) (p étant le mo-
ment associé a I'excitation), le seul important & tres basses tempratures. Il met en avant les deux
propriétés fondamentales de ce spectre (voir figure):
- pour les faibles moments, les excitations sont typiquement des phonons: € = ¢ - p, ¢ étant la
vitesse du son dans "Hélium (~ 250m - s71);
- autour d’un moment plus élevé, correspondant & une longueur d’onde légerement inférieure a
la dimension atomique de ’Hélium?, le spectre admet un minimum.

Landau montre alors, via une analyse effectuée a température nulle comparant 1’énergie d’un
liquide quantique en translation & vitesse uniforme v, le long d’un mur dans le référentiel propre
au liquide d’une part, dans le référentiel attaché a I’obstacle d’autre part, que le mur peut émettre
une excitation de moment p, et donc ainsi le liquide étre freiné si et seulement si:

)

p

Ainsi, pour des vitesses telles que:

e(p)

v < min,——

le liquide s’écoule sans frottement le long du mur.

Ce critere de transition, appelé critere de Landau, entre un écoulement superfluide et un écoule-
ment dissipatif, est donc fondé simplement sur les propriétés du spectre d’excitation. Il permet
notamment de montrer qu’un gaz de Bose-Finstein sans interaction n’est jamais superfluide.

1.2 Le Modele & deux fluides

A température finie, on peut considérer qu’une partie du liquide est composé d’excitations

thermiques (essentiellement des phonons & basse température); d’autre part le fluide adopte, hors
de ces excitations, un mouvement collectif similaire & celui décrit a température nulle.
Le modele & deux fluides consiste donc a séparer la dynamique du superfluide & température non
nulle, en celle d’un fluide normal, composé des excitations et qui transporte notamment I’entropie,
et celle d’un superfluide a température nulle. On définit alors en tout point une densité et une
vitesse respectivement normales (p,, et v,,) et superfluides (p; et v;) telles que:

p=ps+ pPn

PV = psVs + prvy,
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ol p et v sont la densité et la vitesse du fluide.

1.3 Vortex quantiques

Dans son article, Landau met "accent sur le fait que le rotationnel de la vitesse, dans un
liquide quantique, n’admet pas une transition continue entre un écoulement potentiel et un
mouvement vortical. Onsager, plus tard, suggere que la circulation du champ de vitesse dans un
superfluide est quantifiée, le quantum de circulation valant: % [2].

Ces quanta de vorticité correspondent a des lignes vorticales, ou la densité superfluide s’annule.
Ainsi, dans le modele a deux fluides, le superfluide est en fait en écoulement potentiel.
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2 Cinétique quantique

Afin de modéliser un superfluide de type Hélium 4, nous nous plagons dans le cadre d’une
théorie d’un systeme de Bosons avec interactions, a température nulle. Cela revient a négliger,
dans le cadre de la théorie a deux fluides de Landau, la présence de fluide normal et son interaction
avec la partie superfluide. On peut en effet noter que, pour une température de 'ordre de 1 degré
Kelvin le fluide normal ne représente encore qu’un pourcent de la densité totale. Cependant, les
possibilités de transformation et d’échange entre les composantes normale et superfluide du
liquide jouent un role fondamental dans les processus hydrodynamiques (interactions avec les
obstacles, conditions au bord, coeur des vortex...). Notre modele, & 'ordre considéré ne prend
donc pas du tout en compte ces transformations possibles de superfluide en fluide normal et vice-
versa. Notamment, I'inexistence d’entropie dans cette modélisation nous interdit de considérer
tout flux de chaleur et changement de température. En ce sens, le modele décrit un systéme
a température nulle certes, mais étant donné la faible présence de fluide normal jusqu’a des
températures de 'ordre du Kelvin, il peut s’appliquer aussi & un superfluide a faible température,
a la restriction prés que cette temprature est figée et que ’on ne considere pas du tout 1’équilibre
et les échanges thermique dans le fluide.

Notre systeéme étant a température nulle, il se trouve naturellement dans son état fondamental.
Cependant, cet état admet, si ’on tient compte des contraintes de type hydrodynamique qu’on
lui impose (écoulement collectif, présence d’obstacle, vibrations...), une dynamique non- triviale,
que nous allons décrire a 'aide du formalisme des matrices densités.

Ainsi la fonction d’onde de N bosons peut sécrire:

U(x1, X2, ...XN; 1)

oll X1, Xz, ...Xxy sont les positions des N bosons (nous utiliserons de maniere équivalente, pour
simplifier, ’écriture 1 a la place de x1, 2 a la place de x3...). ¥ est une fonction symétrique des
positions des particules et vérifie la condition de normalisation:

/|\Il|2d1d2...dN —1.

Son évolution temporelle est régie par I’équation de Schrédinger , avec pour Hamiltonien:
p?
H= 4+ U(1,2...N
; 5+ U1,2.N)

O les p; représentent les impulsions des particules 7, m la masse de chaque particule et U(1, 2...N)
le terme d’interaction entre les particules (nous supposons qu’il ne dépend pas explicitement du
temps). Utilisant la relation p; = %V, le Hamiltonien du systéme s’écrit finalement:

h2
= ——N"A,; 1,2..N
H Qm; +U( )

I’équation de Schrédinger pour cette fonction d’onde a N particules s’écrit alors:
v h?
th—=—— AV4+ UV
ot 2m ZZ: i
Nous n’allons considérer dans un premier temps que les interactions & deux particules, 7.e. que
le terme d’énergie d’interactions s’écrit:
U(1,2..N) = Zu(xm)

1<J
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avec z; ; = |x; — x].

L’hypothese de champ moyen consiste & considérer que la portée du potentiel u, 1/v, est grande
devant la distance inter-atomique. Ainsi les fluctuations du nombre de particules dans la sphere
d’interaction peuvent étre négligées. Un potentiel de portée 1/ peut s’écrire en général:

u(r) = yPw(yr)

D étant la dimension de ’espace physique. Notons enfin que pour I’Hélium superfluide, la section
efficace de diffusion, qui avec notre écriture, ne dépend pas de v, est positive (forces de répulsion

entre les atomes):
/w(r)dr >0

Nous allons donc faire tendre v — 0 dans ce cadre, ce qui revient bien & prendre la portée des
interactions grandes devant la section efficace de diffusion. Ainsi, notre étude cinétique se fera
dans le cas ol il y a beaucoup de particules dans la sphere d’interaction.

Connaissant la fonction d’onde du systéeme, on peut donc expliciter la matrice densité a N
particules:
Ry(1,2..N;1'2". . .N';t) = NW(1,2..N;)¥*(1',2"..N'; ¢)

Plus généralement on définit la matrice densité réduite, d’ordre k, comme étant la trace sur N —k
coordonnées de la matrice densité (au facteur de normalisation pres):

Rp(1,2..k;1", 2. K1) = (V Al /dk+1 AN

Ry(1..N;1".. K k+1..N;¢)

Ces matrices sont symétriques des positions des particules (comme %) et par définition hermi-
tiques:
! ! !, . _ — ! /.
Ry (x'1,xg, o X'k %1, X2, . Xp; t) = Ry (X1, X2, .. Xk X1, X2, . X i3 1)

Remarquons de plus que, grace a la normalisation introduite, R;(x,x) représente la densité de
particules en x.
La dynamique de la matrice densité & N particules s’écrit alors:

OR
ha—N — HRx — H'Ry

ot H' est I’hamiltonien appliqué aux variables primes.
Ainsi, pour chaque matrice densité réduite d’ordre k, I’équation d’évolution s’écrit:

OR}, . kR
th—— En (1 K1k Z 2m A A Rk+ Z ac” u($ /]I))Rk
=1 1< <k
k
—|—/d(k—|—1 S (@@iran)) — @(@igern) Repr (1k+ 131K,k + 151) (0.1)
=1

avec la convention Ry41 = 0.

Cette dynamique peut-étre considérée comme une équation hiérarchique pour une théorie ciné-
tique quantique. Ainsi I’équation d’évolution de la matrice réduite d’ordre k fait appel a la somme
de toutes les interactions entre une de ces k particules avec une des N — k autres particules; ce
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terme de collision fait ainsi apparaitre la matrice d’ordre k£ + 1. Notons que cette hiérarchie ne
relie les matrices densités réduites que de proche en proche (R; avec Ry, puis Ry avec Rs...)
et que cela est la simple conséquence que ’on a pris un potentiel d’interaction ne comportant
que les interactions & deux particules. Par exemple lorsque ’on tient compte des interactions a
trois particules, ’équation d’évolution de la matrice densité d’ordre k& mettra en jeu les matrices
réduites d’ordre kK + 1 et k& + 2.

Les matrices densités étant reliées a des variables physiques du probleme tels que la densité de
particules en un point, on peut considérer que, dans la limite v — 0, les Ry sont toutes d’ordre
0 en 7. On peut ainsi évaluer l'ordre en v des deux derniers termes de I’équation (0.1):

-la contribution 3 (u(x;;) — u(x; ;1)) Rk = v Yo (w(vxij) — w(yxy ;1)) Ri est donc d’ordre k24"
-en revanche, 'intégrale :

k
/d(k 1) S (i) — @ ean) Bepr (1o + 1517, k4 1;1)
=1
k
= /’VDd(k +1) Z(w(xi(k+1)) — w(Xir(kt1)) ) Rt

- /dr w(jx; = r|) = w(|xp — ) Rigr (L. 231K, 251
Y Y

est d’ordre 0 en v (on suppose pour cela que Rjy; varie peu sur une portée du potentiel, de
telle sorte que le fait d’intégrer Ry sur r avec I'argument r/v n’apporte pas de contributions
significatives en 7).

On voit donc que pour des valeurs de k telles que k24P < 1, le terme de collision direct est
ngligeable et on remarque alors que pour les petits k, il existe une solution factorisée du probleme.
Ecrivons simplement, ¥ étant un champ complexe:

Re(1, .. k17 K 8) = ¢(158) - 0(258)...0 (ks t) - % (15 0) .. 0" (K5 1)

Sous cette condition, I’équation (0.1) pour Ry devient:

: am L0, B s A V(i1
B G G >“2mR’“;< G0 D)

k
+Rk/d<k+1 S (X s1)) — 0% ppn)) [ (K + 1;0) 2
J=1

Ce qui donne par séparation ’équation d’évolution de la fonction d’onde :

0GL) o At i) [ el Pute) (0.2)

Nous venons ainsi de dériver ’équation de Gross-Pitaevskii, appelée aussi équation de Schré-
dinger non-linéaire (que l'on écrira G-P). La justification de cette équation comme équation
modele d’un superfluide n’est pas claire: Pitaevskii, d’une part, établit cette équation dans le
cadre d’une théorie phénoménologique pour la transition de phase proche du point lambda de
I’Hélium 4; il décrit cette transition a ’aide d’un parameétre d’ordre complexe ¥ (r) = ne'? tel
que la densité superfluide p; et la vitesse superfluide v lui soient reliées par [4] [5]:

Wh

pa(x) = midl ()% vae) = o)
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mpyge, masse de I’atome d’Hélium.

Cette théorie est donc valide a priori seulement pour des températures proches de T et pour de
faibles densités superfluides.

D’autre part, s’inspirant du calcul effectué par Bogolubov pour un gaz de boson raréfié et fai-
blement dégénéré (i.e. qu’il n’a considéré que de faibles répulsions entre paire d’atomes) [6], &
température nulle, il retrouve cette équation pour ’évolution de 'opérateur champ dans une
écriture du probleme en deuxieme quantification. [8]

Gross, par ailleurs|7], utilisant "approximation d’Hartree, c’est & dire qu’il considere toutes les
particules dans le méme état quantique (il écrit donc la fonction d’onde du systeme sous la forme:
U(1,..N;t) = [1¢(1), décrit I’équation d’évolution de cette fonction d’onde pour une particule
a ’aide de I’équation de Gross-Pitaevskii. A nouveau, considérer toutes les particules dans le
méme état semble étre une approximation trop violente pour que ’on puisse se satisfaire d’une
telle approche.

Notre dérivation de I’équation de G-P semble, & premiere vue,éviter ces écueils; en effet, nous
considérons que la fonction ¥ solution de G-P ne factorise que les matrices densités réduites
d’ordre tres faible, i.e. qu’en aucun cas la fonction d’onde du systéme ne peut étre considérée
comme factorisable; notre calcul s’établit de plus dans la limite gaz dense, plus appropriée a
I’Hélium liquide. En fait, I’Hélium liquide ne peut ni étre considéré comme un gas dense, ni
comme un gas dilué: la portée des interactions 1/v, vaut 3.5A, tandis que la densité particulaire
est n ~ 1/45atome.A=3. Il n’y a donc que quelques atomes dans la sphere d’interaction.

Toute la validité du calcul tient dans le fait que ’on fait tendre -, la portée des interactions
vers zéro, tout en gardant la section efficace totale constante. On a considéré ces deux longueurs
caractéristiques indépendamment, or elles sont liées I’'une a I"autre; faire tendre I’'une vers zéro
en gardant ’autre constante n’est donc pas réaliste; cependant cela permet de montrer une dé-
rivation formellement correcte de G-P.

Cette approche de champ moyen pour une théorie cinétique quantique est d’ailleurs fortement
inspirée de celle développé par Kac, Uhlenbeck et Hemmer [9] pour dériver I’équation de Van
Der Waals rigoureusement: de méme, la limite v — 0, peu réaliste pourtant, permettait d’obtenir
I’équation d’état des gaz.[10]
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3 Propriétés de I’équation de Gross-Pitaevskil

L’équation de Schrédinger non-linéaire est intégrable & une dimension spatiale (elle ne lest
plus au dela) et sa dynamique posséde principalement deux invariants:
- le nombre de particule, le systeme est conservatif:

N = [ |ofdr

- I’énergie totale, la dynamique est hamiltonienne, i.e. que ’on peut définir I’énergie H telle que
: _ 5H.
’Lhat’(/} = 51#_*

H= [ dr(GAVOEIF + 1) [ dsu(le = s)lus))

De plus, il est important de noter que G-P admet quatre symétries conséquences des invariances
suivantes:

- invariance par translation.

- invariance de phase (symétrie U(1)).

- invariance galiléenne: o (r — v - £;£)e"(Vr=v*/2)/% est solution de G-P si ¢ (rt;t) Vest.

- invariance par dilatation: At (Art; A%) est solution de G-P si ¢(rt;t) est.

3.1 Densité et vitesse superfluides

On a défini Ry(1;1';t) de telle sorte que Ry(1;1;1) soit la densité particulaire de fluide.
Ainsi si on écrit la fonction d’onde 1 sous la forme:

dj — \/ﬁe—iphi

p n’est rien d’autre que la densité du fluide.
De méme, le courant de particules peut s’écrire:

1 h

iR = ———— d2..AN(Vg— Vg R,2,..N:R’,2, .. N:t
]( ) (AN_l)!QiAI:R (VR VR)RN( y &y eey LN y &y ey 7)

-

Ce qui donne pour la vitesse du superfluide, déterminée par j = mp - ¥ (m masse de chaque

particule du fluide):
h

—Vé
m

b= _

On peut alors écrire le systeme d’équations hydrodynamiques équivalent a G-P:

) 2 1/2 h2

oo = — 1Al %(Voﬁ)Q—I—/dsu(r—s)p(s) (0.4)
La premiere équation (0.3) est ’équation de continuité tandis que la seconde (0.4) correspond
a ’équation de Bernoulli pour un fluide parfait irrotationnel(%qﬁ potentiel de vitesse) modulo
le terme en laplacien que I'on appelle le terme de pression quantique (il s’annule dans la limite

h—0).
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3.2 Spectre d’excitation

Les solutions homogegnes de 1’équation s’écrivent sous la forme, en fonction de la densité

homogene po:
Eqt

do(r;t) = v/poe™

avec la fréquence Ey = pg [ dru(r);les perturbation linéaires autour d’une telle solution donnent
I’équation de dispersion (pour @ = thy + depet@t=kr)/hy:

avec v(k) = [u(r)e’™® ™ la transformée de Fourier du potentiel.
Dans la limite hydrodynamique, (grandes longueurs d’onde, k& — 0) les perturbations sont des
phonons ( hwy = cshk) de vitesse du son:

pov(0)

Cs =

G-P admet donc un spectre de phonons dans la limite hydrodynamique et satisfait alors le critere
de Landau de superfluidité si v(0) > 0 (ce qui est vrai pour 'Hélium*, car v(0) est par ailleurs
relié a la section efficace de diffusion du fluide); de plus, Pomeau et Rica [3] ont montré que pour
un potentiel u(r) non-local, de type sphere molle, on pouvait retrouver le minimum roton dans
le spectre des excitations.

3.3 Vortex quantiques dans G-P

Intrinséquement la fonction d’onde % décrit un mouvement potentiel. Ainsi, partout ou % est
non nul ’écoulement est irrotationnel; en outre, la circulation de la phase le long d’un parcours
fermé doit étre proportionnel a 27 afin de respecter I'univaluation de la fonction d’onde . Alors
1 admet des vortex en tant que défauts topologiques de codimension 2. En géométrie bidimen-
sionnelle, il s’agit de points, a trois dimensions d’espace ce sont des lignes de vorticité.

3.4 Longueur de cohérence

Dans la limite hydrodynamique, on peut considérer u(z) — u(0)d(z). G-P admet alors une
seule longueur caractéristique, appelée longueur de cohérence, notée &g, rentrant en jeu dans les

solutions de G-P:
h2
b=/
21pou(0)

Pour la consistence du modele, cette longueur de cohérence doit étre plus grande que la lon-
gueur interatomique (~ 3.6Angst.). Or, partant de la vitesse du son dans I’Hélium on obtient
&~ 0.47Angst.

La validité du modele que on va étudier est mise alors & mal, et on peut accuser différentes
causes de cette abérration:

- d’une part, la derniere approximation u(z) = u(0)d(z) a fait perdre au modele toute liberté
dans la longueur caractéristique;
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-d’autre part, rappellons nous que G-P s’obtient justement en jouant sur des limites de portée
d’interaction et on a donc bien chamboulé les longueur typiques du probléme pour arriver a notre
modeéle.

Cependant, notons que G-P, malgré ce probléme présente, au regard de sa facilité d’utilisation
(analytique et numérique), un nombre d’ingrédients suffisant d’'une dynamique superfluide afin
d’étre couramment utilisée comme modele.

3.5 L’équation adimensionnée

Durant toute cette these, nous allons plutot utiliser la version adimensionnée de G-P: via
des redimensionnalisations linéaires triviales du temps ¢ et des coordonnées spatiales, on obtient
I’équation;

Db = ~ gAY+ 9 (0.5)

Bien siir, ’équation (0.5), que nous appellerons dorénavant NLS, possede les mémes propriétés
que G-P. Notons cependant, que pour une solution de densité homogene pg, la vitesse du son
vaut alors ¢ = ,/po et la longueur de cohérence, &, = 1/,/po.
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Deuxiéme partie

Nucléation de vortex.
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Chapitre 1

Instabilités des solitons gris de NLS

Dans les écoulements superfluides la transition vers la dissipation se manifeste souvent par
I’apparition, localement, de vorticité: par exemple, Frisch, Pomeau et Rica ont montré comment,
lors d’un écoulement modélisé par NLS, le dépassement de la vitesse critique en un point condui-
sait a la nucléation de vortex[13]. De plus, I'apparition de vortex quantifiés dans un superfluide
(et bien sir dans NLS) semble intimement liée & la notion de vitesse critique développée par Lan-
dau. Cependant, les observations expérimentales de ces vortex quantiques sont essentiellement
indirectes (excepté pour I’expérience de Yarmchuk et al dont nous parlons plus bas): on observe
par exemple le moment angulaire du liquide dans un cylindre en rotation [14] ou la dépendance
du moment d’inertie de disques immergés dans I’Hélium liquide. 1l est & noter en outre que la
vitesse critique prédite par Landau, (viandau ~ 60m - s~1 dans I’Hélium4) est bien plus grande
que les vitesses de transition réellement observées: vops ~ 2 — 3cm - 571 <K ULandaw. 1l apparait
donc clairement que d’autres causes de nucléation de vorticité sont a prendre en compte.

Ainsi, lors d’une expérience réalisée afin de visualiser des lignes de vortex superfluides, Yarm-
chuk, Gordon et Packard ont remarqué que les vibrations, et plus généralement les accélérations
pouvaient nucléer des lignes de vorticité: " Monotonic acceleration from rest always produces a
state with fewer vortices than the absolute equilibrium state. Similarly, decelaration can produce
states with more vortices than the equilibrium state" [15].

Utilisant I'instabilité des solitons monodimensionnels de NLS & plus d’une dimension nous pro-
posons une explication possible de cette géneration de vorticité.

1 Solitons de NLS.

Nous allons décrire le superfluide par la solution de NLS adimensionnée 0.5, écrite sous la
forme, le terme linéaire n’ajoutant rien a la dynamique (cela ne fait qu’ajouter un terme de
fréquence constant):

y 1
W = —iﬁ@/)—lb(l_ |¢|2) (1.1)

Cette équation admet, 2 une dimension, une famille de solutions exactes & un parametre, de type
soliton, se propageant & vitesse constante, appelées solitons gris:

¥(z,t) =v-tanh(v(z — xt)) +ix (1.2)
avec v et y constantes < 1 telles que v + y? = 1.
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22 Chapitre 1. Instabilités des solitons gris de NLS

La densité de fluide d’une telle solution est:

1/2

B ch?(v(z —xzg — xt))

p=1

Cette solution peut donc se comprendre comme un "trou" de densité de profondeur v? se dépla-
cant dans le fluide & vitesse constante v1 — v2.

De plus, cette solution représente un saut de phase entre +00 et —oo (A¢ = 2Arctan()).

La densité et la phase d’un soliton pour v = -1 sont représentées sur la figure 1.1.

V2

3.00 -

densite
phase

7-10.0 5.0 0.0 5.0 10.0 7-10.0 5.0 0.0 5.0 10.0

F1G. 1.1 — Profil de densité et phase d’un soliton de NLS pour v = 0.707.

En plus des propriétés typiques des solitons, une propriété remarquable de cette famille de
solution, due & la non linéarité de NLS, est que plus le soliton est profond, moins il est rapide.
Ceci est en effet lié au fait que la vitesse du son dans un fluide modélisé par I’équation de NLS
vérifie: ¢2 = p, p étant la densité moyenne autour du point considéré.

Cette solution peut bien siir &tre considérée a plus d’une dimension et représente alors typique-
ment une solution de type onde plane solitaire (voir figure (1.2) & deux dimensions).

2 Stabilité des solitons.

A une dimension d’espace, les solitons gris sont des solutions linéairement stables de NLS,
ce qui revient a dire que plus généralement ils sont stables par rapport a des perturbations
longitudinales. En revanche, le front d’onde est instable aux dimensions supérieures; en effet
Kusnetsov et Turitsyn ont montré que les solitons gris de NLS étaient linéairement instables
a plus d’une dimension [16]: leur analyse, fondée sur la méthode inverse, utilise notamment le
parallele entre NLS et ’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP) bidimensionnelle [17]:

: 1 1
at( ny + 5” Ny — gnzz‘z) = _§nyy

Dans la limite des petites variations de densités, le module de la fonction d’onde de NLS obéit a
cette équation [18]. Les solitons d’une telle équation sont connus pour é&tre instables par I'insta-
bilité de Kadomtsev-Petviashvili (ou instabilité Benjamin-Feir dans les fluides).

Nous nous intéressons dorénavant au cas bidimensionnel (le passage aux dimensions supérieures
n’ajoutant rien au comportement linéaire de l'instabilité) et pour clarifier nous allons considérer
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F1G. 1.2 — Soliton gris pour v = 0.75; la densité de la solution est représentée, ainsi que la paletie couleur
utilisée: les basses densités sont visualisées par la partie gauche de la palette (noir pour densité nulle),
de maniére croissante de gauche a droite. Le gris clair représente la densité liquide (p = 1) et le soliton
(ligne gris foncé) va de la droite vers la gauche. Les simulations dans ce chapitre ont été réalisées sur une

boite 256 x 256 avec dxz = 0.5.

que l'axe le long duquel se déplace le soliton est I"axe des-x, celui correspondant a I’invariance
par translation du soliton initial étant ’axe des-y.

Cela se traduit notamment par le fait que la solution bi-dimensionnelle que I’on considére comme
condition initiale s’écrit simplement comme la formule (1.2). Géométriquement, cette instabilité
se comprend aisément et provient de la combinaison de deux causes: d’une part, imaginons une
perturbation de densité longitudinale, i.e. portant sur une variation de la profondeur du soliton;
la courbe de densité minimale, une droite initialement, aura alors une vitesse différente en chaque
point, cette variation de vitesse étant due a la variation de la profondeur du soliton unidimen-
sionnel que ’on peut définir le long de cette droite.

Ce probleme peut s’analyser en prenant en fait comme condition initiale en £ = 0 une solution
non stationnaire ot on fait varier la profondeur du soliton le long de la direction y:

Yt =0) =v(y) - tanh(v(y)z) + ix(y)

Ou v(y) est une fonction lentement variable de y. (v/(y) < 1) et ¥ = x-€;+y-€, le rayon vecteur.
Cela revient a considérer que ’on peut associer & chaque ordonnée y un soliton unidimensionnel
de parametre v(y) et en premiere approximation il semble clair que la dynamique de cette solution
sera régie simplement par la dynamique en chaque ordonnée du soliton unidimensionnel associé.

On peut, par exemple s’intéresser au point particulier de cette droite ou la profondeur du
soliton associé est maximale (i.e. 1a ol v(y) est maximale): linéairement, comme on vient de le
dire, chaque soliton unidimensionnel que I’on peut associer a une ordonnée y aura une vitesse de
déplacement y(y) = /1 — v(y). Alors, le profil du soliton, initialement une droite va se courber
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A 2
v
A 4

F1G. 1.3 — FEzplication de Uinstabilité transverse: lorsque une région de la ligne du soliton est, par ezemple

« (4

plus profonde que ses voisines, elle avancera moins vite et ainsi la solution s’incurvera.

autour des ordonnées correspondant au maxima de v(y) (voir figure (1.3)).

D’autre part, on peut imaginer par la pensée comme condition initiale un soliton gris légere-
ment incurvé; la fonction d’onde a ¢t = 0 aurait la forme:

Bt = 0) = v - tanh(vil(y) - ) + i

Avec 7i(y) vecteur unitaire lentement variable, quasiment parallele & €.

On peut alors réitérer I’analyse linéaire précédente consistant & dire qu’en premiere approxi-
mation, cette solution bidimensionnelle obéit simplement aux dynamiques propres des solitons
unidimensionnels. Ainsi, dans cette approximation linéaire, le soliton associé a ’ordonnée y se
déplace suivant la direction 7i(y) et donc une solution initiale ol le profil est sinusoidal évo-
luera vers une solution ou la profondeur du soliton se concentrera particulierement aux points
d’inflexion du profil initial par un effet d’étirement de la solution en avant de la sinusoide et a
contrario par un effet d’accumulation pour les points en arriere du profil (voir figure (1.4); ainsi
les zones de faibles densités convergent vers les régions qui sont en arriére du soliton, diminuant
encore la densité de ces régions, et donc, les ralentissant, ce qui va alors augmenter & nouveau la
courbure du soliton. Ce mécanisme est a proprement parler celui de I'instabilité de Benjamin-Feir.

Ces deux causes d’instabilités transverses du soliton s’accentuent I'une ’autre et on peut
légitimement supposer que la moindre perturbation transverse (quelconque a priori) d’un soliton
bidimensionnel, conduira par ces deux processus entremélés a un changement du profil du soliton.
L’étude numérique d’un tel probleme montrera alors que le profil du la solution va dans un pre-
mier se courber, créant ainsi des dépressions de plus en plus profondes aux points d’inflexion du
profil, comme nous ’avons montré précédemment; ces dépressions peuvent aboutir & un "trou”,
1.e. un endroit ol la densité s’annule, ce que Turitsyn et Kusnetsov ont appelé le collapse du
soliton.

3 Collapse du soliton

Afin d’observer numériquement l'instabilité & laquelle est soumise la solution, nous allons
étudier un soliton & deux dimensions, solution & laquelle nous avons ajouté pendant un court
instant un bruit blanc, afin d’exciter tous les modes (longitudinaux et transversaux) du systéme.
Tout d’abord, on observe une fragmentation du soliton a une longueur d’onde transversale ca-
ractéristique: le mode le plus instable croit le plus vite, sélectionnant ainsi une longueur de
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L
.

Fi1G. 1.4 — Densité d’un soliton modulé sinusoidalement; les fléches représente Ueffet de cette modulation
sur la direction de la vitesse du front en deux points du soliton. L’étirement longitudinal qui en résulte,
prés des points d’inflexion notamment, crée une modulation de la profondeur du soliton. Les zones en
arriére voient leur vitesse diminuer, celle en avant, augmenter, tout cect augmentant alors la modulation

de la ligne du soliton.

fragmentation (voir figure 1.5).

Si on observe maintenant 1’évolution de la solution fragmentée sur une longeur d’onde carac-
téristique (le long de 'axe y), on remarque que, par le processus explicité précédemment pour
les profils courbés, toute la région de basse densité (dépression), correspondant grosso modo au
profil de la solution, se concentre au point d’inflexion du profil issu de la fragmentation de la
solution droite. En ces points se crée alors des structures isolées de tres basse densité, avancant
a une vitesse nettement inférieure au soliton initial(voir figure (1.6)).

Il est clair que si la dépression totale contenue sur une longueur d’onde caractéristique de I’in-
stabilité, concentrée en une faible région autour du point d’inflexion obtenu par la fragmentation
du soliton est suffisamment grande, la densité en cette région peut s’annuler. On observe alors
qu’il se forme une paire de vortex contrarotatifs en chaque point d’inflexion du profil fragmenté
(voir le champ de vorticité de la fonction d’onde figure (1.7)).

Il n’était pas évident de prédire que le collapse du soliton conduirait nécéssairement a la création
d’une paire de vortex: d’une part, si le soliton initial est de trop faible amplitude, on observe
simplement une structure dépressionnaire, ne contenant aucun champ de phase complexe de type
vortex (et bien sir en aucun point la densité ne s’annule); d’autre part, un zéro de NLS n’a pas
forcément & correspondre & une solution vorticale.

En revanche, cette solution paire de vortex possede toutes les propriétés de I’écoulement étudié:
la charge topologique de la paire de vortex étant nulle, elle ne change pas le champ de phase a
longue portée de la solution; une paire de vortex contrarotatifs ayant une cinétique triviale de
mouvement de translation uniforme a vitesse constante, cette solution respecte la conservation



26 Chapitre 1. Instabilités des solitons gris de NLS

F1G. 1.5 — densité du soliton pour v = 0.75, 30 unités de temps aprés avoir ajouté un bruit blanc a la

solution.

a)

F1G. 1.6 — Densité de la solution précédente plus tard; la fragmentation a fait convergé les zones de basse

densité, créant des structures isolées de trés basse densité, a tel point que "on peut obtenir un "trou”.
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b)

F1G. 1.7 — Le champ de vorticité de la solution de la figure précédente montre que les structures isolées
sont des pairs de vortex contrarotatifs (un de charge +1, Uautre de charge—1), les vortex étant représentés

par les points blancs ou noirs (suivant le signe).

de I'impulsion contenue dans NLS.

Pour de faibles v, 'instabilité existe mais elle ne conduit pas a la nucléation de la paire de
vortex, et crée simplement une region de basse densité se déplacant le long de ’axe horizontal
a vitesse constante. Dans tous les cas (i.e. creux & v faibles ou vortex a v plus grand), apreés
quelques centaines d’unités de temps, ces structures décroissent inélastiquement dans le spectre
de phonons. Il ne nous est pas clair si cette décroissance est seulement due a un effet numérique
ou si elle correspond & un processus physique (ce qui par ailleurs pourrait étre alors un argument
contre 'existence de vortex gelés dans les superfluides).

4 Criteres de nucléation des vortex.

Un argument simple, fondé sur les lois de conservation de NLS, permet d’expliquer pourquoi

les paires de vortex ne sont nuclées par instabilité de Benjamin-Feir d’un soliton gris qu’a partir
d’un v assez grand.
Le point important est que I’on suppose que pour nucléer une paire de vortex, il faut une quantité
d’énergie finie ainsi qu’un defaut de masse fini (différence de masse entre le soliton et la solution
homogene de densité py = 1 dans notre cas). Les vortex ayant une largeur typique de l'ordre de
la longueur de cohérence, la fonction d’onde s’annulant au coeur du vortex, on peut estimer le
défaut de masse du & une paire de vortex:

SN ~2-7EF - po

Ou la longueur de cohérence & et la densité moyenne du liquide py sont pour les solitons de
I’équation NLS adimensionné égales & 1.

Numériquement, on observe que les vortex de la paire sont séparés I'un ’autre de quelques
longueurs de cohérence. On peut considérer la longueur de cohérence comme distance minimale
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séparant les deux vortex (il semble d’ailleurs qu’en dessous d’une telle distance la notion de
pair de vortex distincts ne soit plus tres claire) ce qui donne une énergie minimale non nulle de
nucléation d’une telle paire.

Pour I’équation de KP, on connait le taux de croissance v d’une instabilité de vecteur d’onde
transverse k, pour des solitons de faible amplitude:

-5

Notre analyse consistera a considérer cette formule valide pour les solitons gris de NLS d’une
part, puis & étudier dans la limite v — 0 les différents bilans des quantités conservées d’autre
part. Cette limite est précisément celle qui nous intéresse, dans la mesure ot on a observé qu’alors
I’instabilité ne conduisait pas & la nucléation de paires de vortex, mais simplement & des structures
dépressionnaires bidimensionnelles cohérentes.

Le taux de croissance est maximal pour k,, = 1/2/\/5.

Sil’on considére que ce mode est dominant dans le mécanisme de I’instabilité, il sélectionne ainsi
la longueur d’onde typique suivant laquelle le phénomene de courbure du soliton apparait.

On peut ainsi calculer tout d’abord la différence de masse accumulée par le collapse du soliton.
Calculons en fait la différence de masse par unité de longueur (transversalement i.e. le long de
’axe des abscisses-x), entre le soliton et la solution homogene:

1/2

: /ChQ(V(CL‘—.ro—Xt)) e

Ainsi, la quantité de masse mise en jeu dans le collapse pour une longeur transverse définie par

le mode le plus instable est simplement:

51N:2VX z_ﬂ-: 4\/§ﬂ-.

m 14

On remarque immédiatement que pour les petits solitons 'instabilité se développant sur une
distance caractéristique d’autant plus grande, il y a toujours assez de lacune en masse pour
pouvoir obtenir une paire de vortex.

Effectuons maintenant le méme raisonnement pour ’énergie; par unité de longueur suivant ’axe-
x, ’énergie contenue dans un soliton de parametre v vaut:

v? 43

oM = / (ChQ(V(.r — 29 — Xt)))de -3

et donc I’énergie contenue dans chaque collapse du soliton vaut:

a3 2 8

3 " kn V3
On voit alors que pour les solitons de faible amplitude le collapse ne concentre pas assez d’énergie
pour nucléer une paire de vortex.
Il est remarquable de noter que le critére restreignant la nucléation de paires de vortex n’est

pas le manque de masse, mais plutot le manque d’énergie contenue dans les solitons gris dans la
limite v — 0.
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5 Conclusion

On a mis ainsi en évidence un mécanisme simple de nucléation de vorticité par I'instabilité
de KP des solitons gris de NLS.
Ce mécanisme peut s’avérer trés important expérimentalement: on peut en effet supposer que les
vibrations, inhérentes a tout systeme expérimental et inévitables excitent divers modes propres
du superfluide, dont notamment des ondes solitaires voire des solitons. Pour des vibrations suf-
fisamment fortes, le mécanisme décrit précédemment permet de prédire la nucléation n fine de
paires de vortex & deux dimensions spatiales (dans les films d’Hélium superfluide par exemple)
et plus généralement d’anneaux de vorticité ou de lignes de vorticité accrochées aux paroi du
récipient & trois dimensions d’espace.
On aurait ainsi une explication consistente de la forte proportion de vorticité observée expérie-
mentalement.
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Chapitre 2

Transition transonique dans NLS

1 Introduction

En mécanique des fluides, le simple probleme de I’écoulement autour d’un obstacle est riche

d’enseignements pour I’étude de comportement a grand nombre de Reynolds, ou aussi, par
exemple pour la transition entre régime laminaire et régime turbulent[19]. A deux dimensions, on
prendra typiquement un disque comme obstacle.! L’étude de tels flots & ’aide de 1’équation de
Gross-Pitaevskil possede plusieurs avantages: cette équation étant invariante par transformation
Galiléenne, il est aisé, notamment numériquement, d’obtenir un écoulement a vitesse constante,
par simple opération sur la solution au repos. Ainsi, un tel probleme & deux dimensions se mo-
délise simplement en imposant une densité et une vitesse constantes & l'infini, ajoutées & des
conditions aux limites adéquates sur 'obstacle. De plus, cette question constitue en quelque
sorte un cas d’école pour la théorie de la vitesse critique de Landau: en effet, pour de faibles
vitesses & 'infini, une solution stationnaire est possible, sans force résultante sur ’obstacle, alors
que, au dela d’une vitesse critique, le critere de Landau est atteint puis dépassé (sur 'obstacle
tout d’abord) en une petite région ot il est alors possible de voir & quel phénomene physique ce
critere correspond.
Ce probleme a déja été étudié par Frisch, Pomeau et Rica [13]. Ils ont montré que pour NLS,
a partir d’une certaine vitesse a l'infini, la stationnarité était remplacée par la nucléation pério-
dique d’un vortex a chaque pole du disque, ces vortex étant de signes opposés, si bien que la
vorticité totale est conservée(voir figure). Cette observation présente une surprise par rapport au
critere de Landau, qui prédirait a prior: I’émission d’ondes sonores.

2 Equation de phase stationnaire

Nous allons donc nous intéresser & I’écoulement, en dimension deux?, autour d’un disque de
rayon R, d’un fluide dont ’équation d’évolution est déterminée par NLS. Par analogie avec un
écoulement incompressible (que NLS ne modélise évidemment pas), il est clair que le maximum
du courant j sera atteint en premier sur le bord de 'obstacle, sur les poles du disque; si bien que
nous allons considérer un de ces deux poles comme origine de nos coordonnées, 'axe des z étant
parallele a la diretion de I’écoulement & U'infini. (voir figure 2.1)

Le rayon du disque R est pris bien plus grand que la seule longueur caractéristique du systeme,

1. Notons cependant que dans le cas bidimensionnel du cylindre infini, la loi de Stokes admet une divergence
en In(Re) pour les faibles nombres de Reynolds.
2. en trois dimensions d’espace, ce sont des anneaux de vorticité qui sont nucléés
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I~
VO
X
0 =
obstacle

F1G. 2.1 — Repére utilisé pour écrire les équations d’évolution de l'écoulement autour d’un disque a deux

dimensions. v, est la vitesse du fluide en Uorigine O.

o ~ \/%, po étant la densité du fluide a I'infini; la condition au bord sur "obstacle, d’apres un
argument de Ginzburg et Pitaevskif est:
Pv=20

ce qui, en introduisant dans NLS (on obtient alors Ay = 0) donne la condition standard de
mécanique des fluides:

d¢
I 0 (2.1)
ol n est le vecteur normal & 'obstacle au point considéré.
L’apparition de vortex correspond a une brisure de la stationnarité de I’écoulement; placons
nous donc dans le cas stationnaire, et nous allons chercher & décrire ce processus. Pour cela, nous
partons des équations hydrod}/namlques issues de NLS, dans lesquelles nous négligeons le terme

de pression quantique - Ap2:
2p2

dp = —V-(pV) (2.2)
06 = —5(Ve) ) (2.3)

Lors d’un écoulement stationnaire, d;p = 0 alors que 0:;¢ est une constante déterminée par les
conditions a 'infini: densité pg et vitesse v.,. Ainsi ’équation de Bernoulli associée & NLS donne
une relation entre la densité superfluide et la vitesse locale:

Lo

p() = po — 5 (v~ o2 (2.4)

que nous allons donc introduire dans I’équation de continuité 2.2. On obtient alors:

dp 0v 0¢ (32¢ dp 0v 09 (?QQb

9v oz 0z ' Pz + ov dy Jy tp (?y

Or, proche de lorigine, la vitesse est essentiellement parallele & I’écoulement (du fait des condi-

tions aux limites), ce qui permet de négliger le terme %g—“@ devant les autres. On obtient alors,
yo

— Oz

Oy (p(v)v)0zcd + pOyyd = 0 (2.5)

s s a
en considérant aussi que (U >~ —¢)
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Cette équation, elliptique pour de faibles vitesses, devient hyperbolique lorsque 9,(p(v)v) de-
vient négatif. Le critére de la transition correspond donc a 9,(p(v)v) = 0, ce qui signifie que le
courant de matiere est maximal. Ce critére peut étre montré directement et sans approximations
via la transformée de I’hodographe; on obtient alors aussi que d,(p(v)v) s’annule d’abord sur
’obstacle[19].

Frisch, Pomeau et Rica ont montré que la perte de la stationnarité observée numériquement
par I'apparition de vortex de signes opposés a chaque pole du disque, apparaissait lors de cette
transition entre un comportement elliptique et un comportement hyperbolique de I’équation de
phase. De maniere analytique, une équation elliptique est de la méme classe d’universalité que
I’équation de Laplace A® = 0 et admet donc des solution régulieres pour des conditions au
bord raisonnable, alors qu’une équation hyperbolique, correspond a une équation de propagation
d’onde qui ne peut satisfaire les conditions aux limites sur obstacle.

Le critere 0,(p(v)v) = 0 donne la valeur critique de la vitesse:

1 2¢2 4+ v2
2_ =~ — 2 — s 00
Uc_3p0+ Voo 3

cs étant la vitesse du son du fluide & 'infini (¢ = /pg ~ élo) Notez que cette valeur critique

correspond & la relation: v2 = p(v.) et donc que v, est juste égale alors & la vitese du son locale
(puisque dans NLS on & ¢;(p)? = p). Ceci donne ainsi une généralisation du critere de Landau
qui correspond localement & une transition supersonique. Dans le cadre d’une approximation de
fluide incompressible, la vitesse au bord de ’obstacle, sur le pole etant le double de la vitesse de
I’écoulement & l’infini, on trouve un critére de transition de I’écoulement sur la vitesse a l'infini:

ve(00) = %CS = 0.426¢, qui donne une vitesse critique sur I'obstacle: v, = 18—103 (en bon
accord avec les observations numériques).

Cette nucléation de vortex aux poles abaisse localement la vitesse et restaure ainsi ’ellepticité
de I’équation de phase, ce qui a un effet stabilisant pour le développement de I'instabilité. Les
vortex sont cependant advectés par ’écoulement, leur effet stabilisateur vers les poles diminue
alors si bien que la vitesse au pole atteint a nouveau la valeur critique et donc une nouvelle paire
de vortex est émise, etc... On a ainsi mis en évidence un processus de nucléation périodique de
vortex quantique aux poles de I"obstacle.

Génériquement, ce processus correspond a une transition noeud-col: en effet en dessous de la vi-
tesse critique, il existe notamment deux solutions stationnaires au probleme de ’écoulement, une
stable correspondant & un écoulement Dalembertien, ’autre instable consistant en la présence
d’un vortex a une distance déterminée de la paroi de I'obstacle. En fait le champ de phase de
cette solution est déterminé par la superposition du champ de phase de la solution stationnaire
stable, avec le champ de phase d’une paire de vortex contrarotatif, I’'un proche de la paroi, dans
le fluide, 'autre proche de la paroi, dans I'obstacle, appelé vortex image. (voir figure (2.2))
Cette transition peut étre décrite formellement prés du seuil a I’aide d’un parametre de controle
€ (qui dans notre probleme est lié & la distance a la valeur critique de la vitesse du fluide, soit
€ ~ (vg — v.)) et par la dynamique d’une variable a, dans un potentiel qui pour des valeurs du
parametre de controle proche de la valeur critique (ici € = 0) peut s’écrire V(a,€) = —ea — %:
Pour € < 0, il existe deux solutions stationnaires ¢ = ++/—¢, I'une stable (¢ = —/—¢), 'autre
instable (¢ = ++v/—¢€); & € = 0 les deux solutions collapsent et le systeme n’a plus de solutions
stationnaires pour € > 0. (voir figure (2.3)) Ce scénario permet notamment de prédire, prés du
seuil, la barriere de potentiel de nucléation du vortex et donc d’apparition de la solution insta-
tionnaire; en effet, la différence d’énergie entre les deux solutions stationnaires est en (v — v,)%/2.

On a de plus, pour un modele classique de vortex ponctuel, le champ de vitesse issu d’un vortex
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vortex

N

vortex image

F1G. 2.2 — Position des vortex de la solution instable stationnaire

Y

F1G. 2.3 — €volution du potentiel lors d’une transition noeud-col: on voit clairement les deuz solutions
stationnaires, extrema du potentiel collapser pour ¢ = 0 donnant une dynamique instationnaire pour
e> 0.
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qui vérifie, pour un vortex de charge 1, v = 1/r ol r est la distance au coeur du vortex. Ainsi pour
que le vortex soit immobile sous 'action du champ de vitesse extérieur, de vitesse horizontale
pres de la paroi vg et de la vitesse induite par le vortex image, il faut que la distance entre les
deux vortex d, vérifie: d = 1/vg. Pour de faibles vitesses la barriere d’énergie est en AE ~ |log(vg)|

3 L’équation d’Euler-Tricomi

Afin d’étudier le processus de nucléation, c’est & dire comment un vortex est émis d’une
paroi lorsque la vitesse proche de la paroi passe contintiment d’une valeur inférieure & une valeur
supérieure a v, nous allons supposer la vitesse pres du pole, vg proche de v.. Ainsi il est commode
d’introduire le petit parametre € = (vg — v.)/cs. Ainsi les équations ont deux petits parametres
de développement: d’une part ¢, la distance relative a la vitesse critique, d’autre part le rapport
&o/R entre la longueur de cohérence, qui détermine notamment la taille caractéristique d’un
vortex, et le rayon du disque. Toute notre analyse consistera a jongler avec ces deux parametres;
implicitement nous les supposerons tous deux petits mais surtout a priori indépendants.

Pres du pole, ou la vitesse, horizontale vaut vg, la phase se développe sous la forme ¢ = vy -z + Y,
avec y petit, e.e. |[Vx| < vg. L’équation de phase 2.5 s’écrit alors:

;(vf — )0 X + 020y, x = 0

On s’est limité aux termes d’ordre 0 en € et en |Vy| devant le terme 0y, x; par contre, le coefficient
devant 0., s’annule justement pour v = v, et est de ’ordre de €; on conserve alors naturellement
aussi le premier terme non linéaire en x, qui n’a aucune raison, & priori d’étre négligé devant e.
On trouve alors:

O X

C

—3’1)2(6 + VOwzX + 'vgayyx =0

et, via une redimensionnalisation € = 3¢ et y' = x/v., (on omettra les primes dans la suite des
calculs), on obtient finalement:

—(€+ 0zX)Ozzx + Oyyx =0 (2.6)

Dans I’équation 2.6, on remarque immédiatement que la transition supersonique, a 'ordre li-
néaire en Yy, se traduit par un changement de classe de cette équation, par le changement de
signe de e.

Les conditions aux bords 2.1, sur ’obstacle, proche de l'origine c’est & dire au point de coordon-
nées y ~ —% donnent comme contrainte, au premier ordre en |Vx| et z/R:

$2

n(z,y= _ﬁ) v =(2/R,1)- (vo+ ve0zX,v:0yX) =0

ot (a,b) - (a',b') correspond au produit scalaire standard: aa’ + bb'.
A lordre 1, on peut négliger 0, x si bien que la condition au bord devient:

$2

_ T
ayX:_ME T (2.7)

avec M = ® correspondant au nombre de Mach sur le pole (on a en fait pour notre probleme
M ~1).
Il existe en fait une solution exacte de ce probleme & cet ordre:

x
XOI—MEy
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NS
77N

F1G. 2.4 — écoulement autour d’un point hyperbolique (l’origine O); le potentiel de vitesse est du type
¢ = —zy.

Cette solution indique juste la premiére correction, proche de lorigine a la vitesse wvg; cette
solution indique que l'origine est un point hyperbolique (voir figure 2.4). On voit aussi que cette
correction a la vitesse vg correspond a l'effet de la présence de 'obstacle de rayon de courbure
R a Dorigine.

Par contre, cette solution ne rend aucunement compte de la transition supersonique; pour
cela, il faut pousser le développement & ’ordre suivant; écrivons donc x = xo + ¢, I’équation de
phase 2.6 devient:

~(e— M% + 050)Duap + Dy = 0. (2.8)

Pour la condition sur 'obstacle, il suffit d’observer que le vecteur normal au disque & 'ordre

supérieur s’écrit: n(M) = (§,1- %) Ainsi la condition de nullité de flux entrant dans 'obstacle

donne: )

x Zz T
(Ev 1- W) : (JUO - UO% + vcaﬂs‘pv _UOE + Ucay@) =0

Soit, finalement:

z? z?
Oyga:—Mﬁ T (2.9)

Les équations 2.8 et 2.9 peuvent se simplifier dans un premier temps, tenant compte des échelles
en € qu’elles déterminent. En effet, de I’équation 2.8 on obtient:

Pour ¢, ’équation au bord donne:
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(N7

>0 e=0 e>0

bulle sonique

Fi1G. 2.5 — évolution de la ligne sonique dans lUécoulement lors de la transition supersonique. Pour
€ < 0 la "catastrophe" supersonique a lieu dans une région de Uespace ou l’écoulement a un sens fictif,
puisque défini par simple prolongement analytique de la solution physique. Par contre pour ¢ > 0 la région

supersonique sort de Uobstacle et "entre” ainsi dans Uespace physique.

Ces comportements indique qu’a l'ordre dominant, d,¢ ~ ]\% < % et que, pour la condition au

bord, % & y si bien que 'on peut considérer que cette condition doit étre vérifiée en y = 0. Cela
signifie que I'on a désormais un obstacle plan, occupant le demi-plan y < 0 avec un écoulement
dans le demi-plan y > 0. Cela indique aussi que la courbure de ’obstacle est prise en compte
dans la solution particuliere et la valeur de la dérivée sur le demi-plan.

On obtient alors finalement le probleme linéaire & ’ordre dominant suivant:

—(e— M%)amgo+ayy<p: 0 (2.10)
3
Oyp = —M% en y=0. (2.11)

L’équation 2.10 est connue sous le nom d’équation d’Euler-Tricomi (citer Landau); elle entre

fréquemment en jeu lors des transitions supersoniques dans les gaz. Cependant, habituellement,
cette équation est satisfaite dans ’espace de la transformation d’hodographe et non dans ’espace
géométrique. La difficulté alors consiste & pouvoir inverser la transformé hodographe lorsque la
solution du probleme est solution d’une équation du type Euler-Tricomi. Dans notre cas, c’est la
solution de I’équation d’Euler-Tricomi en elle-méme qui nous intéresse.
Cette équation s’interprete ainsi: le terme —(e — M%) représente en fait génériquement la vi-
tesse tangentielle proche de ’obstacle, cette vitesse diminuant lorsque ’on s’éloigne du disque. Le
nombre de Mach est égal a 'unité lorsque cette vitesse s’annule, soit pour y = e%. Sil’on appelle
la ligne sonique la ligne de nombre de Mach unité, soit 1a ot ’écoulement passe de subsonique
(ou elliptique) a supersonique (hyperbolique), la transition que I’on étudie correspond en fait a la
sortie de cette ligne de I'intérieur du disque (ot on peut considérer la solution par prolongement
analytique de la solution du probleme) vers ’espace physique de 1’écoulement.(voir figure 2.5

Dans un premier temps, on peut remarquer que les équations 2.10 et 2.11 admettent une
solution exacte ¢g telle que:

3 3 4

Yy Ly 2 1Y

=-M—-eM—+ M"—

#o R? TRy

Dés lors, un scénario possible de résolution du probleme consiste a établir un développement de

Taylor de la solution en évaluant notamment la condition au bord de I'obstacle a chaque ordre.

Pourtant, un tel développement, s’il converge vraisemblablement, est peu lisible et si on considére

qu’on peut dorénavant négliger les termes d’ordre supérieur dans la condition aux limites, nous

allons plutot nous intéresser a la solution de I’équation d’Euler-Tricomi avec conditions libres.

En effet, si on écrit la phase solution des équations 2.10 et 2.11 comme la somme de la solution

(2.12)
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particuliere ¢g et d’une phase que nous appellerons par commodité encore ¢, solution alors a
I’ordre dominant, de I’équation linéaire d’Euler-Tricomi 2.10 avec la condition aux bords libre:

Jyp=0 en y=0. (2.13)

Nous avons finalement simplifié notre probleme, notamment en le rendant linéaire. Cependant il
ne faut pas perdre de vue, d’une part que la nouvelle solution particuliere introduite 2.12 produit
e noveaux termes dans ’équation 2.10 que 'on a négligé dans un premier temps; d’autre part,
il subsiste toujours de fait un terme non-linéaire dans 2.10 que 'on a aussi négligé tout d’abord
pour des raisons d’ordre de grandeur en ¢; nous allons donc résoudre le probleme général, linéaire
de I’équation d’Euler-Tricomi, avant de traiter ces différents termes comme des termes de source,
perturbatifs,® afin d’établir une équation d’amplitude de notre solution.

4 Propriétés de I’équation d’Euler-Tricomi

L’équation d’Euler-Tricomi posséde de nombreuses propriétés décrites notamment dans le
paragraphe 118 du tome 6 du cours de physique théorique de Landau & Lifchitz [19]. Cette
richesse de comportement vient du fait que les solutions de cette équations peuvent étre décrites
par des fonctions hypergéométriques de Gauss. Cependant, si 'on s’affranchit dans un premier
temps des conditions aux limites a vérifier, il est intéressant de regarder les solutions générales
de I’équation 2.10.

Une solution exotique, mise en avant par F. Frankl, et faisant partie d’une famille typique de
solutions issues de racines de polynomes a coefficients variables, est particulierement intéressante;
a défaut de donner pour notre probleme la solution exacte, elle donne une idée vraisemblable du
scénario de disparition des solutions stationnaires au dela de la transition.

Ainsi, les racines z(z,y) du polynome:

M R
23+3(E)1/3(y—eﬁ)+3$:0 (2.14)
sont solutions de I’équation d’Euler-Tricomi 2.10. En effet, en différentiant la relation 2.14 suivant

x et y, on obtient:
1

2+ (Pl - )

Zp = —

puis en réitérant 'opération:

2z - 2, . QZy(z-zy—l—(%)l/?’)
Zpy = — et z,, = —
A Oy T T B - o)
On note alors que:
M M R
Zzy + (5)1/3 = —(5)2/3(9 - €M)Zz
et donc finalement que z,, = —%(y - e%)zw soit que z(z,y) est solution de 2.10.

Les racines réelles de ce polynome sont représentées schématiquement par la figure 2.6.

On remarque notamment que pour des points M (z,y) & 'intérieur de la caustique définie

par ’équation semi-cubique %xQ = %(e% — )3, il existe trois racines réelles. Ainsi si I'on tente
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C

FI1G. 2.6 — structure de la solution z(z,y), pour e = 0 autour de Uorigine. cetie image se translate vers le
haut pour des € positifs, si bien que la partie multivaluée de la fonction se trouve dans ’espace physique

ot une solution stationnaire est cherchée.

de suivre la solution autour de lorigine, pour ¢ = 0 par exemple, continiment depuis le point A,
d’une part en passant par B, soit en allant dans le sens trigonométrique, d’autre part en passant
d’abord par G, on se rend compte que lorsque 'on arrive, dans le premier cas en C (respecti-
vement D), par 'autre chemin en E (respectivement F'), on ne peut passer continuement de C
a E sans "revenir en arriere" ce qui revient & dire que la solution du probléeme cherchée devient
multivaluée.

En fait, on peut proposer, d’aprés cette analyse, un scénario phénoménologique de nucléation de
vortex. En effet, un vortex sortant de la paroi de 'obstacle, correspondrait, proche de I'origine,
a un saut de phase et si ’on tient compte des termes non-linéaires dans ’équation de phase, on
peut espérer que ces termes non-linéaires, de méme que la viscosité lors de la formation d’onde
de choc, pourrait régulariser le saut de phase apparaissant entre les points P et P’ (voir figure
2.6). Cette régularisation proviendrait en fait du terme de pression quantique et se traduirait
donc par une variation tres rapide de la phase sur une distance typique de I’ordre de la longueur
de cohérence &y; la nucléation du vortex interviendrait lorsque, soit par un processus dynamique
que 'on doit définir, soit statiquement, le saut de phase serait de ’ordre de 7, et alors le vortex
se detacherait de la paroi et suivrait alors I’écoulement.

Une maniére de comprendre ce scénario consiste a considérer & nouveau la solution sous forme de
racine d’un polynome z(z,y): en effet, on a vu que cette fonction vérifiait la propriété: z, = z- 2,3
on peut donc remarquer que si on identifie y avec —t, I’équation différentielle satisfaite par z
devient alors I’équation de Burgers et ainsi, partant d’une solution réguliere pour y grand, soit
pour des temps trés reculés, on va former un choc lorsque y s’approche de 'obstacle, c’est a dire
lorsque ’on fait évoluer I’équation de Burgers.
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Biry

n.2

T u 13 0"

F1G. 2.7 — Fonction d’Airy.

5 Solution homogeéne de I’équation d’Euler-Tricomi

Pour développer I’analyse précédente, nous allons chercher dans un premier temps les solu-
tions de 2.10 avec 2.13 sous la forme ¢, = €'¥*€(y); on trouve alors que ¢ satisfait une équation
différentielle du type de ’équation d’Airy:

¢ + 12 (e - M%)g: 0 (2.15)

Les solutions de cette équation peuvent donc s’exprimer en fonction de la fonction d’Airy ®(-),
représentée figure 2.7, suivant:

= A B(—m) (4 - 37)-

A constante.
La condition au bord 2.13 s’écrit maintenant:

vit

M)ge):O.

@(~(
or la figure 2.7 montre que la fonction d’Airy ®(s) ne possede des extrema que pour s négatif.
Ceci donne ainsi explicitement que pour € négatif il n’y a pas de solution homogene de I’équation
d’Euler-Tricomi. Pour € positif, cette contrainte donne une relation entre le nombre d’onde v, €
et s,, le nieme zéro de ®:

()
On a notamment s; = —1.01879, s9 = —3.2482.
Cette formule indique clairement que quelque soit € > 0, il existe un nombre d’onde v,, satisfaisant
2.16, z.e. tel que une solution homogeéne puisse se développer. On remarque notamment que, en
terme de développement d’une équation d’amplitude d’une solution pour le nombre d’onde v,
pour tout v > v, I’équation d’amplitude sera lindire du type d;A4, = (v — v,)A) (on verra plus
tard Is détails d’une telle dérivations). En d’autres termes, pour un € > 0 donné il y a une bande
infiniment large de modes tels que la condition de quantification a été atteinte. Particulierement,
telles solutions de trés courtes longueurs d’onde ne satisfairont plus cette relation si on tient

W

S

v (2.16)
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compte du terme de pression quantique. En effet, ce terme a pour effet d’éviter le développement
de perturbations de faibles longueur d’onde.

Pour introduire simplement la contribution de la pression quantique & ’équation de phase 2.6, il
suffit d’évaluer le terme de pression quantique & rajouter dans I’équation de Bernoulli, & I'ordre
linéaire en ¢(ou £). On traite le terme de pression quantique ;—p(Ap - %) apparaissant dans
I’équation hydrodynamique issue de NLS comme un terme perturbatif, z.e. que 'on va ’évaluer
a partir de la relation classique entre la densité et le potentiel vitesse 2.4. Cela donne a l'ordre

linéaire une nouvelle relation de Bernoulli, adapté 4 notre configuration:
1 2 _ 2 Los o 3
p=po— (V) ) — 160z
Finalement, ce terme donne dans I’équation d’Euler-Tricomi, la contribution:

—(e- Mﬁ>azz99 + Oyyp — a&g e
oll a est une fraction, (qui vaut 12—1 si on suppose que la vitesse au pole du disque est le double de
la vitesse a l'infini, ce qui est valide pour un fluide incompressible) que par commodité de calcul
on prendra égale & I'unité dans la suite. On obtient alors I’équation de phase:

—(e= M 5)deatp+ Dyyp — §02¢ (2.17)
Effectuant la méme transformation ¢, = ei”f(y) on aboutit & nouveau a une équation d’Airy
satisfaite par la fonction &:

& 4 13 (e — €22 — M%)S =0 (2.18)

dont la solution s’écrit & nouveau en fonction de la fonction d’Airy ®, sous la forme:

viPM

R
)

(y - 17(c—v*€2).

=

oy =A- eiyzq)((

qui donne la condition de quantification entre € et v:

= (3)

[H1S)

(=505 + €302 (2.19)

que ’on a représenté figure 2.8.
On remarque alors que maintenant pour un € positif donné, seul une bande bornée de nombre
d’onde a atteint la condition de quantification. De plus, d’une part, juste au dessus de la transition
seul la contribution du premier zéro de la fonction d’Airy intervient, d’autre part, notons qu’une
solution de type Airy ne peut se développer qu’au dessus d’un €. critique correspondant au
minimum de la courbe 2.8.
Ceci a pour conséquence de décaler la transition vers la nucléation de vortex; en effet pour € < ¢,
seule la solution nulle est solution d’Euler-Tricomi avec les conditions aux bords homogenes et
donc la solution instable, si on considere qu’elle consiste en un développement d’amplitude de
cette fonction d’Airy, ne peut se développer. Le minimum de la courbe €(v) donne le décalage
suivant:
—s1 M&o

3
€C:4-(3)4- R

= 4¢3}
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F1G. 2.8 — Relation de quantification entre ¢ et v le nombre d’onde.

—s1
3

Le déroulement de notre calcul est dorénavant bien défini: nous allons chercher la solution globale
du probleme proche du seuil € ~ ¢, pour un nombre d’onde v., sous la forme:

2 1 . .
avec v, = (=2L)s - (%)4 . Le nombre d’onde correspondant & ce minimum.
0

viM 1 R ivew
o= Al no((E (- 3 2y e

Pamplitude A variant sur des distances grandes par rapport & 1/v. En réintroduisant d’une
part la contribution due & la condition particuliere ¢y 2.12 par l'intermédiaire du terme non
linéaire, d’autre part celle directement due au terme non linéaire, nous allons établir I’équation
d’amplitude gouvernant A(z,t) grace a des calculs de conditions de solvabilité.

On remarque notamment que la fonction £(y) = @((”%%M)%(y - 38,2¢2)) = @((D%M)%y + s1)
est solution de I’équation différentielle:

Lo€ = (0, + V2 (36302 = M2))E = 0 (2.20)

6 Equations d’amplitudes

Nous allons établir ces équations d’amplitude en deux étapes: tout d’abord, nous allons
considérer non pas A(z,t) mais plutdt la solution d’amplitude stationnaire A(z) afin de tenir
compte de la contribution due aux termes croisés non linéaires dans I’équation de phase. En effet,
le terme non linéaire — 0,0, de ’équation 2.8 fait apparaitre des termes linéaire en ¢ lorsque
I’on tient compte de la solution particuliere ¢g: d’une part le terme 0,000, d’autre part le
terme Oprp0: . Ces termes sont du méme type que celui issu de la solution particuliere & qui
avait permis d’obtenir ’équation d’Euler-Tricomi explicitement. Pour simplifier, nous n’allons
considérer que la correction au terme linéaire en y dans ’équation de phase, ce qui donne:
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2

xr
(e = ML (14 375))duatp + D00 — 500 (2.21)

Introduisant la solution cherchée sous la forme:

o= A2)¢(y)e™”

on obtient, en arrétant le développement en dérivé de A a la dérivée seconde et en se limitant
au terme d’ordre €, apparaissant devant les dérivés de A:

Lo(A(@)E(y)e™™”) = [rA(~(e = e) + 3M ) Ale)
2iv.(5 = MEA@) = (5 +m ) A" @)E()

Suivant la méthode standard de condition de solvabilité, cette équation admet des solutions si et
seulement si le membre de droite n’appartient pas au noyau de 'opérateur L ce qui se traduit,
via le produit scalaire suivant la direction y:

<Lg>= [ 1wy

et considérant que £ appartient au noyau de Lg:

€—e 3viz?

@)+ (Gt = A =0

(voir Annexe pour plus de détails).

On reconnait ainsi ’équation de 'oscillateur harmonique en mécanique quantique et on sait donc
qu’il existe des solutions pour des valeurs particulieres de ¢. Nous allons donc nous intéresser a
I’apparition de cette premiere solution non nulle du probleme. Ceci arrive pour un nouveau seuil
de transition, €. tel que:

€o
! e = oo
€ — € €
et on a alors: A(z) = A- f(x), avec:

(€ —e.)a? z?

f(z) = eﬂfp(—W) = 695}7(—@)

[ étant la distance caractéristique de variation de A(z) (I = 2\/50—]%/(6@)%) . On note que I'on a
bien, suivant nos hypothese: (v.[)%* ~ (ﬁﬂo)% > 1.

On peut deés lors aborder le probleme complet en cherchant I’évolution temporelle de 'amplitude
de la solution que ’on vient d’établir. Pour cela on considérera notamment le terme non-linéaire
— 090z que I'on avait négligé jusqu’a présent, hormis lors de "apparition de termes linéaires
croisés. De plus, il va falloir introduire les variations temporelles de la phase; pour cela, il faut
se souvenir que ’équation que I'on a consideré jusqu’a présent n’est rien d’autre que la version
stationnaire de I’équation de continuité: div(pv) = —0;p. Considérant alors I’équation hydrody-
namique vérifiée par p (négligeant la contribution des termes de pression quantique, étant donné
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que ’on cherche la dynamique de la phase a ’ordre dominant, la pression quantique apportant
a ceci un terme perturbatif):

p=pot 5% — (Vo)) - 06

on a lors des paragraphes précédent établi que: ¢ = vor + %5 (xo0 + do + ), avec xo et ¢g des
solution indépendantes du temps. On obtient alors;
8,5,0 = —

v v
0o — —0
Vo 3 1P 3 1tP

Ce qui donne finalement pour 1’équation de phase temporelle au premier ordre:

—0399 + 0mso =
2

143
(+R

—(6 _ R ) + az@)aa:a:@ + ayy@ 50 24P — az¢001217¢0 (222)

Nous allons étudier les solutions réelles de cette équation sous la forme:

¢ = (A(t)sin(vex) + B(t)cos(vex)) f(2)€(y)

En effet, comme ’analyse n’est plus linéaire il faut bien prendre garde de prendre des solutions
réelles et non complexes comme on pouvait le faire précédemment.

L’analyse des conditions de solvabilités a satisfaire, d’une part suivant la variable y, d’autre part
suivant la variable x, est explicitée en annexe. Notamment, pour le comportement prés du seuil,
€ ~ €., les constantes issues d’intégration des différents moments de la fonction d’Airy ® étant
unitaires (ils ne dépendent nullement des différentes variables physique R, &g, €.), on peut les
prendre égales & I'unité pour simplifier le probleme (cela ne change en rien le contenu physique
des équations bien sir). On obtient le system d’équations différentielles:

22 D%Q
LA - MEB@) = vEe— YA + 05 4 v2(A%(1) - B21))e S
v? U
1/22
LB+ MEA () = v2(e— )B 1 RAWRBe T
o

C

Sachant & ~ <5

Dans un premler temps7 nous allons nous intéresser aux solutions stationnaires d’un tel systeme
d’équations: pour des raisons de symétries d’un tel écoulement (notamment le fait que la vitesse
suivant I’axe y en z = 0 est nulle dans le cas stationnaire), la phase cherchée ¢ doit étre impaire
en z et donc les solutions stationnaires vérifie la condition B = 0. On trouve alors que I’amplitude
A est solution du polynome du deuxiéme degré:

22 212
v3A? 42 (6—6)6 ¢ A—I—cse_T_O
2202

45 —5; il s’agit de:

!/

Ce polynome admet deux racines réelles pour (¢ — €’)% >

— :i: 11(2:12 _21%12
Ay = vele 223) \/_6 6 avec A= Vg(f —€) - 451/?6_ ¢
C
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10.0
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F1G. 2.9 — Amplitude stationnaire du probléme de phase, avec v ~ A et u~ (e —€c).

voir sur la figure 2.9 les deux branches de solutions stationnaires, 'une pour (e — €,) < 0,

vl .
'autre pour (€ — €.) > 0. On remarque notamment que pour (e — €)% < i—‘se_ s, il n’y a pas

C
de solutions stationnaires du probleme.

L’analyse de stabilité est intéressante si 'on néglige les termes de dérivées premieres devant
ceux de dérivées secondes. Cela revient a dire que on considére que les temps mis en jeu dans
I’étude de stabilité sont petits devant ——. Alors, si on écrit la solution générales sous la forme
Ay + A(t), les équations de stabilité deviennent:

L A1) = +VAAQ) (2.23)
iB//(t)_ (é—é)i\/_

v2 2

C

B(t) (2.24)

-pour la branche de solutions ou (¢ — €.) < 0, la solution A_ est linéairement stable, alors que
A, est instable (B = 0 est alors stable linéairement). Le scénario de disparition des solutions
stationnaires apparait bien alors via le collapse entre une solution stable et une instable.

-pour la branche de solutions ot (e—¢/) > 0, on a les deux solutions instables du fait de I'instabilité
linéaire de la solution B = 0 (pour A4 on a aussi I'instabilité linéaire pour la solution A).
Ainsi le mécanisme de transition vers la dissipation via la nucléation de vortex apparait bien
comme une bifurcation de type noeud-col pour une valeur du parametre de controle:

p 6 _wn2©
€ =€, —2—e "3
I/C

lorsque le parametre de controle dépasse cette valeur critique, il y a disparition de solutions
stationnaire, de plus la possibilité de solutions stationnaires pour de plus grandes valeurs du
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parametre de controle (deuxieme branche de solution de la figure 2.9) ne joue pas de role dans
la mesure ou ces solutions sont toutes instables et donc que ’écoulement ne peut les atteindre.
La nucléation des vortex découle de la croissance exponentielle des amplitudes A(t) et B(t),
conduisant & des variations de phase de plus en plus importante sur une courte distance (~ %),
le long de la paroi (1a ou la fonction d’Airy est maximale); lorsque ces variations de phase sont
de l'ordre de 7 un vortex se détache de la paroi. (ici je compte mettre le numérique montrant
qu’un saut de phase apparait puis croit sur la paroi jusqu’au détachement du vortex).
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Chapitre 1

Ecoulements dans I’équation de
Schrodinger non-linéaire sous-critique

1 Introduction

Comme nous ’avons montré auparavant, I’équation de Schrédinger non linéaire, si on prend
la non-linéarité la plus simple qui soit, respectant les symétries de la mécanique quantique,
est un modele satisfaisant de superfluide: cette équation permet ainsi de décrire un liquide sans
viscosité, dont la vorticité est quantifiée et dont le spectre d’excitation de grande longueur d’onde
est linéaire. Cependant, une des propriétés fondamentales des fluides réels ne peut étre décrite
par un modele aussi simple. En effet, la densité d’énergie potentielle d’une telle dynamique,
fonction de la densité locale p, n’a qu’un minimum si bien qu’il est seulement possible de décrire
un état thermodynamique stable. Particulierement, on ne peut étudier avec un tel modele des
phénomenes de changement d’état. Pour un systéme dont la densité moyenne est pg, la densité
d’énergie H, dans le cadre de la dynamique adimensionnée, vaut pour une valeur locale de la
densité p:

H(p) = 500~ po)”.

Expérimentalement, il apparait dans ’Hélium 4, lorsqu’on I’étire suffisamment, des bulles ga-
zeuses; la pression de décomposition spinodale, i.e. la pression en dessous de laquelle le liquide
est linéairement instable peut étre extrapolée proche de —9 bars.[20]

En s’inspirant de ’équation de Schrédinger non linéaire utilisée jusqu’a présent, il est possible,
tout en conservant les propriétés de fluide parfait, de quantification de la vorticité et le spectre
de phonons, de construire un modele décrivant un systeme ot deux phases peuvent étre locale-
ment stables (nous ne nous soucions pas tout d’abord de la métastabilité). D’un point de vue
mathématique, il suffit de rajouter un parametre dans I’énergie potentielle afin d’avoir un degré
de liberté supplémentaire permettant de définir un nouvel état stable. La maniére la plus simple
d’introduire un tel changement consiste a développer la non-linéarité au terme d’ordre supérieur.
On considére donc que I’énergie est maintenant un polynéme de degré 3 en p. Ainsi dans I’équa-
tion de Schrédinger, on ajoute un terme en ||,

49
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2 L’équation de Schrodinger non-linéaire sous critique

On propose, dans un premier temps, pour I’étude d’un superfluide avec une équation d’état
plus complexe ’équation d’évolution de la fonction d’onde suivante:

D =~ A+l + Bl (1.1)

1) représente toujours le parametre d’ordre dont le carré du module représente la densité du
liquide, et la phase le potentiel de vitesse.

Il convient cependant de relier ces parameétres a et 3 a des données physiques.

Dans un premier temps, on peut se rendre compte que cette équation se retrouve facilement dans
le cadre de I’étude d’un systeme de bosons a ’aide du formalisme des matrices densité; en effet,
si on considere le potentiel d’interaction non seulement composé des termes d’interactions a deux
particules, mais aussi de ceux & trois particules, z.e.:

Uu@a,..N)= Z 1J—|—Z v(i,j, k

1<J 1<j<k

alors, en procédant comme dans I'introduction, on trouve I’équation régissant I’évolution des
matrices densités d’ordre k:

h?
—% A Ay Rk + E X” u(va’j/))Rk
i=1 1< <k

m%u k;1.K5 ) =

IE

+/d k—|—1Z (i ks1) — a(xi 1)) Repr (Lo + 11K k4 150)

=1
+ Z 1 J7 - v(ilvjlvll))Rk
z<]<l<k
+ Y /d K+ 1) (o(Lj k4 1) — o(f,j, k+ 1)) Resr (Lok + 1: 17K, k + 150)

1<j<k
—|—Z//d (k+1)d(k+2)(v(i, k+ 1,k +2) — o(i', k+ 1,k +2))
i<k
Riya(1..k+2;1". K k+ 1,k + 2;¢) (1.2)

on peut écrire alors:
. . D . .

u(i, j) = v w(yi, 7))
et:

. . 2D . .

v(i g, 1) = 7" s(vi, 73, 71)

Cette relation se justifie dans la mesure ou le potentiel v peut étre comparé a un terme de collision
a trois particules et il parait raisonnable de considérer que ce terme se comporte comme le carré
du terme de collision & deux particules.

Alors, en réitérant les arguments développés précédemment, on peut trouver une fonction
factorisant les matrices densités d’ordre k petit, vérifiant alors:

dpst) |, O (50N R S (AGi)  Apet(Y)
i Z(m T ) - 2mR’“Z( T
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k
By [0 ) (k1) = u ke )]ok+ 130+
7=1

k
Rk//d(k—|- Ddk+2)Y (0l k+1,k+2) = off' k+1,k+2)
[0 (k+ 1;0) (k4 252

Soit pour la fonction ¥ (x;¢):

P50 T sty st) [ el fPute, )
v0xit) [dr [ dslistrs) Plo(sio) o r, 9

Alors, si finalement on prend w(r,s) = ad(r — s) et s(x,r,s) = bd(x — r)d(x — s) on trouve:

p i 2
’hw _ _h_mp(x t)+ alpPo(x;t) + bl "o (x; 1)

Ce qui, en adimensionnant les coefficients donne bien I’équation (1.1).

Le signe des coeflicients « et 3 peut étre déterminé par des arguments généraux déduits des
comportements connus de I’équation de Schrodinger non-linéaire et des propriétés générales des
formes normales: en effet si « est positif, le modele ne nécessite nullement la présence de termes
d’ordre 5 pour obtenir des solutions homogenes stables; par contre, si « est négatif, on se trouve,
a faible densité avec ’équation de Schréodinger non-linéaire focalisante, utilisée en optique non-
linéaire; cette équation conduit & une instabilité que le terme en |¢|* permet de régulariser si
0 est positif.

Tout ceci se voit aisément grace a 1’étude de I’énergie potentielle (adimensionnée) déterminée,
comme dans le cas simple par:

OH
Wb = 7

En effet le changement de non-linéarité ne perturbe en rien le caractére hamiltonien de la dyna-
mique, de méme que la conservation du nombre total de particules.

Cette énergie se décompose en deux termes, un d’énergie cinétique K = %|V¢|2, Iautre étant le
terme d’énergie d’interaction, que nous noterons Hy; il ne dépend que de la densité du superfluide
p et est donc celui qui nous intéresse pour déterminer les états homogenes linéairement stables:

1 «
:—3 —2
Hq 3,0 ‘1‘2:0

L’idée consiste donc a relier les différentes constantes «, 8 aux données physiques permettant de
décrire un fluide: la densité moyenne py déterminée par la pression extérieure (dans notre cas pg
est lié au nombre total de particules); et la densité de décomposition spinodale p..

En fait, en redimensionnant les échelles de temps et d’espace, on peut se persuader que seul le
rapport /3 joue un rdle et donc que l'on peut prendre § = 1. Par contre, ’étude de I’énergie
‘H1, pour étre complete, doit tenir compte du fait que ’on s’intéresse a la densité locale d’énergie
pour un systéme ot le nombre total de particules (ou la densité moyenne) est fixé. Cela se traduit,
comme lors du paragraphe introductif par I’étude de la fonction H; — pup ou p joue le réle du
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potentiel chimique et est en fait la variable de Lagrange liée & la conservation de la masse.
Ainsi, on a:
1 «

flel—up:§p3+§p2_up
Il s’agit d’un terme d’énergie libre du systeme (n’oublions pas cependant que le systéme est
hamiltonien!). On définit bien sir de méme ’énergie libre totale du systéme en rajoutant les
termes cinétiques a 1’énergie H;.
On veut en fait tout simplement que p = pg soit un minimal local de Fi; donc: %(po) = 0, soit:

ft = po(e — po)

L’autre extremum de Fj correspond alors & une densité: p = o — pg. La densité de décomposition
spinodale est la densité moyenne telle que les deux extremum de Fj coincident, signifiant alors
la disparition d’une solution homogene (comme lors d’une transition noeud-col on observe la
disparition de solutions stationnaires). Ainsi on trouve que p. doit vérifier:

Pc= & — P¢

soit o = 2p...

On pouvait trouver cette relation en cherchant p. = pg tel que Fi(p.) = Fi(a — p.).

Ce modele contient formellement un autre extremum de 1’énergie, compte tenu du fait que la
fonction F; n’est définie que pour p positif, ainsi p = 0, est aussi un extremum de F;. De plus, si
> 0, il représente un minimum d’énergie et p = 0 est donc un état localement stable de notre
systéme. Considérant expérimentalement que la densité de vapeur de ’Hélium & basse tempé-
rature est trés faible devant la densité du liquide & pression nulle, de plus étant donné que ’on
peut considérer qu’un tel gaz peut difficilement étre représenté par une fonction d’onde ayant
un ordre de phase a longue portée, cet état p = 0 décrit la phase gazeuse du fluide que nous
cherchons & modéliser. Cela donne une condition pour que notre modeéle admette bien deux états
stables: 2p. > po.

Finalement 1’équation de Schrédinger que nous allons utiliser dans ce chapitre, que nous
appellerons équation de Schrédinger sous critique (SNLS) s’écrit, sous forme adimensionnée:

3o~
DPOST L A1)+ (20— ol 1) — 2pcl PO )+ lel'w0an) (1)
Cette équation est aussi appelée ’équation de Schrédinger cubique-quintique et a été étu-
diée, dans le cadre de la superfluidité par Ginzburg et Sobaynin [21] [22], pour un systeéme de
bosons avec une interaction attractive & deux corps et répulsive a trois corps, elle a été établie
par Kovalev et Kosevitch [23], tandis qu’elle a été introduite par Kartavenko dans le cadre d’un
modele nucléaire [24]. Elle consiste en ’évolution d’un parametre d’ordre ¢ (& partir duquel,
comme pour NLS on peut déduire densité et vitesse superfluides) conditionné par les valeurs du
parametre de contrdle p./rhog.
Nous avons introduit dans la dynamique le terme issu du coefficient de Lagrange relatif a la
conservation de la masse. Ce terme ne joue aucun réle dans la dynamique et et donne juste une
fréquence propre a la phase globale de la solution.
Le raisonnement appliqué sur I’énergie libre du systeéme est tres proche des raisonnements fondés
sur I’étude d’une fonctionnelle de densité [20]; notamment ’étude des états homogenes station-
naires, de leur stabilité linéaire et de leur métastabilité relative est similaire. Cependant 1’outil
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mis en place est utilisé dans deux contextes différents: pour le cas de SNLS, on étudie la dyna-
mique des solutions, qui est hamiltonienne; il n’y a pas de minimisation de I’énergie libre et donc
pas de thermodynamique, ce qui traduit le fait que notre modele est formellement un modele
de superfluide a température nulle; par contre le formalisme des fonctionnelles densité permet
en principe de construire une thermodynamique & température finie du superfluide; en contre-
partie, il ne donne aucune information dynamique sur le systeme!! De plus, dans notre analyse,
il était élégant de s’intéresser a I’énergie libre du systéme, mais comme nous I'avons rappelé, la
dynamique étant hamiltonienne, les extrema d’une telle fonction ne jouent pas forcément un role
prépondérant et nous verrons par la suite que le critere plus judicieux pour ’étude détaillé de ce
systeme est celui de la pression locale dans le fluide.

3 Propriétés de I’équation SNLS

Bien siir, SNLS et NLS étant des équations de méme classe (hamiltoniennes, invariantes de
phase, de translation et galiléennes) elles ont donc beaucoup de propriétés en commun:

- SNLS conserve le nombre de particules.

- la description du systéme se faisant toujours a 1’aide d’un parametre d’ordre complexe,
la partie liquide admet des vortex quantifiés; si on cherche la solution vortex sous la forme:
¥ = \/poR(por)ei™?, m entier, on obtient I’équation satisfaite par R(s):

1 R
_§(R//+ -

S

2p. 20,
Pe _1)R- e

R+ R =0 (1.4)
Po Po

m2

- S_QR) + (

les conditions aux limites pour R étant: R(0) = 0, R(co) = 1 et on cherche une solution telle
que pour s — 0, R(s) ~ A, (pe/rhog)s.

Pour de telles dynamiques seuls les vortex avec |m| = 1 sont stables linéairement, et la
méthode du tir [25] permet de déterminer A; numériquement pour une valeur du parametre
de controle proche de celle correspondant a I’Hélium superfluide & pression atmosphérique; on
trouve Ay = 0.286 £ 0.001. (voir figure (1.1))

-pour une solution homogene dans tout I’espace, de densité pg (la densité moyenne), le spectre
d’excitations est du méme type que pour I’équation de Gross-Pitaevskil:

k‘4
w? = 2po(po — pe)k* +

Il comporte une partie de type phonon pour les excitations de grandes longueurs d’onde, avec
une vitesse du son: ¢ = \/2pg(po — pc), ainsi que pour les petites longueurs d’onde un spectre
de particules libres; il n’y a pas dans ce modele d’excitations rotons. On remarque immédiate-
ment que la consistance des ondes sonores implique que pg > pe, i.e. que la densité moyenne
soit supérieure a la densité de décomposition spinodale. Plus généralement, on peut considérer
le spectre d’excitations autour d’une solution de densité p pas forcément égale & pg. En effet, le
modele autorise le partage de ’espace en domaines de densités distinctes séparés par des inter-
faces (interface liquide-gaz de fait séparant une “bulle” d’une “goutte”). Le spectre d’excitation
est & nouveau du méme type, avec une partie phonon (la vitesse du son est alors: ¢y/2p(p — p.))
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FI1G. 1.1 — solution vortez R(s) pour m® = 1 avec p./po = 0.625. On intégre Uéquation 1.4 & Uaide
d’un schéma de Runge-Kutta d’ordre 2; on cherche a déterminer le paraméire 1. Pour cela on procéde
par dichotomie, sachant que la fonction doit tendre vers 1 a Uinfini. Sur le graphe on voit les solutions

pour A = 0.285 (la courbe redescend)} A = 0.286 (la courbe semble converger vers 1 pour les grands s) et
A = 0.287 (la courbe diverge).

et une partie particule libre.

-’énergie libre comme fonction de la densité locale p, pour un systeme de densité moyenne pg
permet d’étudier la stabilité relative entre les deux états linéairement stables: pour p. < pg < 2p.
on a vu que notre modele comportait deux minima d’énergie, I’'un pour p = pg, I’autre pour p = 0;
la valeur de I’énergie libre dans ces deux états permet de déterminer leur métastabilité relative:
ainsi pour pg > %pc le gaz est métastable tandis que pour pg < %pc le liquide devient métastable
(voir figure (1.2)).

-’écriture hydrodynamique de SNLS donne:

op = () (1.5)
1 1
0o = 2pl/gﬁ(pl/?) = 5(V)* = p* +2pep — po(2pc = po) (1.6)

on reconnait comme pour NLS I’équation de continuité (1.5), et ’équation de type Bernoulli
(1.6), au terme de pression quantique prés.

-I’équation d’état statique est cependant différente: en effet de I’équation (1.6) on peut extraire
la densité d’enthalpie b = p?—2p.p+po(2p.—po)- Ainsi comme pour NLS on déduit de I'enthalpie
la pression suivant: Vh = %VP (prenant la pression de la phase gazeuse nulle):

2
P=32p"=pep’
On retrouve alors la vitesse du son par ¢? = %. La figure (1.3) montre la pression en fonction de

la densité ainsi que la vitesse du son, fonction de la pression. Cette figure montre d’ailleurs que la
pression est nulle pour p = 0 mais aussi pour une densité du liquide bien déterminée (p = %pc),
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FiG. 1.2 — Diagramme de Uénergie en fonction de la densité, pour différentes valeurs du paraméire
g = Z—g. On remarque que pour g = 0.6 le liguide est Uétat stable de plus basse énergie, alors qu’il est

métastable pour g = 0.7.

ce qui permet de prédire que l'interface liquide-vapeur que permet de construire un tel modele
séparera deux domaines, I’'un de densité nulle, ’autre de densité %pc (voir partie suivante pour
le profil d’une telle interface ainsi que pour le calcul de la tension de surface qui en découle). En
termes de pression, le critere de métastabilité se traduit par le fait que pour une densité locale
plus faible que %pc la pression du liquide est plus faible que celle du gaz.

Le modele peut alors étre comparé a I’Hélium superfluide via quelques caractéristiques fonda-
mentales: ici nous allons nous intéresser particulierement au comportement de la pression proche
du point de décomposition spinodale et au rapport entre la densité du liquide & pression nulle
et celle correspondant & la décomposition spinodale); ceci n’est pas nécessaire formellement dans
la mesure ot SNLS apporte suffisamment d™ingrédients” physique d’une transition de phase du

c/c(0
A P/%3 LA ©
0.4
0.2
0.5 1 (5 5;
/0,
P/p3
-0.2 BZ
-0.2 0.2 0.4 0.6 >

F1G. 1.3 — Diagramme de la pression en fonction de la densité a) et de la vitesse du son comme fonction
de la pression en de¢d du point de décomposition spinodale b). c(0) est la vitesse du son & pression nulle.

On remarque notamment que la vitesse du son s’annule au point de décomposition spinodale.
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premier ordre dans un fluide sans viscosité pour que son étude soit riche d’enseignement par
elle-méme.

. . Ve . . . 1 .3 P . 5,
Au point de décomposition spinodale, la pression vaut P. = —zp7 et I’équation d’état peut alors
s’écrire:

C4

P =P~ pe(p—pe)?~
( )~

ce comportement proche de P. n’est pas en accord quantitatif avec les expériences; en effet pour
des pressions positives il semblerait que la relation ¢ ~ (P — Pc)% soit plus valide [26]; cependant
ces mesures étant loin de P., on ne peut assurer leur validité pour des pressions négatives proche
de P.[27]. Un parametre adimensionné que 1’on peut par ailleurs déduire de ce modele est le
rapport entre la densité de liquide & pression nulle (on trouve cette densité égale a %pc) et la
densité de décomposition spinodale p.: pour notre modele ce rapport vaut donc % alors que pour
I’Hélium superfluide il vaut: 0.145/0.095 = 1.52 !!!

4 FEcoulement autour d’un obstacle

Nous allons nous intéresser a 1’écoulement d’un fluide modélisé par SNLS autour d’un obs-
tacle; plus particulierement nous étudierons I’écoulement bidimensionnel autour d’un disque de
rayon R. Il s’agit du méme probleme que celui étudié dans la partie précédente. En revanche,
cette fois, nous n’allons pas entrer dans les détails précis de la nucléation des vortex; nous consi-
dérerons le seuil d’apparition de la vorticité a l'ordre 0 en /R, i.e. que nous prendrons comme
critere 0, (p(v)v) = 0. Cependant ce critere de nucléation n’est pas le seul & prendre en compte.
En effet, par effet Bernoulli, [a ol la vitesse est grande, la pression est basse et il convient d’ana-
lyser la stabilité de la phase liquide alors. Notamment il est important de regarder si, de ce
fait, on ne nucléerait pas une phase gazeuse au bord de 'obstacle avant d’atteindre I'instabilité
hyperbolique.

On considere donc le méme probleme que pour NLS: dans une géométrie bidimensionnelle, on
observe un écoulement via SNLS autour d’un disque de rayon R, la vitesse et la densité a l'infini
étant v., et pg. La vitesse du son a l'infini, que nous noterons c; vaut: Cﬁ = 2po(po — pc). Nous
nous placerons dans la situation ou le liquide est ’état stable, la phase gazeuse étant métastable.
(pe < %PO)

Nous allons donc nous intéresser, analytiquement et numériquement aux différents comporte-
ments que peut avoir un tel liquide dans ce contexte; analytiquement, d’un point de vue in-
teraction liquide-vapeur, on peut distinguer trois cas suivant la vitesse locale du fluide, dans
I’hypothese d’un écoulement stationnaire: la phase liquide est toujours la phase thermodynami-
quement stable; elle peut devenir, du fait de ’effet Bernoulli, métastable; enfin, la phase liquide
est linéairement instable pour la méme raison. Ces différentes vitesses typiques caractérisant le
passage d’un état énergétique & un autre doivent étre étudiées a ’aune de la possibilité que
le fluide nuclée ou non des vortex quantiques. Ceux-ci apparaissent en effet pour une vitesse
critique donnée et donc la maniere dont ces différentes vitesses caractéristique s’ordonnent est
fondamentale pour le comportement de I’écoulement in fine.

Pour le calcul de ces différentes vitesses, nous utiliserons I’équation 1.6 comme équation donnant
la densité p du liquide en fonction de la vitesse locale v (de méme que précédemment). Négli-
geant le terme de pression quantique et, tenant compte des valeurs a I'infini pour déterminer la
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constante d;¢, on déduit I’équation implicite suivante:

1
P* = 2pep = polpo — 2pe) + 5 (V2 — v*) (1.7)

Pour une vitesse donnée, il existe soit aucune solution pour p, soit deux solutions propriété fon-
damentale pour la cavitation (une solution correspondant au liquide, une au gaz).

4.1 Meétastabilité du liquide

Le liquide devient métastable, au regard de la formation d’une interface liquide-vapeur lorsque
la densité locale vaut, d’apres la figure (1.3): p = %pc; ceci donne une vitesse caractéristique,
suivant la relation (?7):

2

3
Vs = vl + (Po = 5pe) (2P0 = pe)

4.2 Instabilité du liquide

Par un raisonnement similaire, on montre que le liquide devient instable lorsque la densité
locale devient égale a p., densité critique. Par effet Bernoulli, le systéme atteint le point de
décomposition spinodale. Cela donne:

9 1

Uins — v?)o + 2(p0 - pC)2 = U]QW + 5:03

Naturellement, on a v;,s > var; en augmentant la vitesse, le liquide devient métastable avant de
devenir instable !!

4.3 Critere de nucléation de vortex

A Tordre 0 en & /R, le critere de nucléation de vortex correspond au passage de ’équation
de phase d’elliptique & hyperbolique, ce qui arrive lorsque d,(p(v)v) = 0. Pour cela on tire de
(1.7) une solution approchée de p pour des valeurs proches de pg:

’02—’1)2

p=poll = )

Ainsi le critere de nucléation donne:

2 2

2_voo+263

Vv, = ——F—
3

4.4 Comparaison des vitesses pour I’écoulement autour d’un disque

La vitesse est maximale dans ce cas sur le bord du disque et en faisant I’hypothese d’un
écoulement incompressible, elle vaut 2 - v, aux deux poles du disque. Cette hypothése n’est pas
absolument exacte, puisqu’elle implique que le champ de vitesse est le méme que dans le cas
incompressible. Cependant, elle permet d’établir les ordres de grandeurs des différentes vitesses
caractéristiques que ’on peut alors comparer afin d’observer 'ordre dans lequel les différents
changements apparaissent lorsque la vitesse du fluide & 'infini croft.

On trouve donc, si 'on note ces différentes vitesses avec I'indice *°:

o (po — 5pc) (200 — po) oo 2
Uy = \/ 2 3 Uins — g(ﬂo - Pc)
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La figure (1.4) montre les rapports v/pg en fonction de g = p./po. On se rend compte sur
cette figure que le critere le plus difficile a remplir est celui de nucléation de vortex qui, pour des
situations ou le liquide & I'infini est dans un état stable apparait toujours a des vitesses supérieures
a celles de I'instabilité du liquide. La courbe v s’annule naturellement pour g = 2/3, la ot les
deux états stables ont la méme énergie et la méme pression et ol alors la moindre vitesse abaissera
la pression dans le liquide par effet Bernoulli.

5 Interprétation des résultats numériques

Afin d’observer comment ces différents comportements interagissent, nous avons examiné
I’écoulement pour des valeurs croissantes de la vitesse a ’infini, & rapport de densité g = 0.6625
constant. Cette valeur correspond justement & ’Hélium superfluide & des pressions de I'ordre d’1
bar. Pour une telle valeur du parametre, les différentes valeurs des vitesses critiques sont alors:
cs = 0.82, v]; = 0.0528 = 0.064c,, viy, = 0.276 = 0.34c, et v° = 0.35 = 0.426¢;.

La condition au bord de 'obstacle est & nouveau ¥ = 0.

5.1 Ecoulements stationnaires

Pour de faibles vitesses a l'infini, jusqu’a des vitesses légerement supérieure a vy, un écoule-
ment stationnaire s’instaure autour du disque. (voir figure (1.5 a)) On s’apercoit de plus que la
couche limite autour de 'obstacle, qui permet de passer de ¥» = 0 sur le disque a ¥ = pg a l'infini,
se déforme, s’étirant notamment aux poles, la ot la vitesse est maximale. Ce profil de la couche
limite peut étre interprétE grace a I’équation (1.6). En effet, si on suppose que les variations de
ce profil sont essentiellement radiales, écrivant ¢ = /pof(r, G)Eid), f doit satisfaire:

19*f | Av?
_587];—}—[70—'_ (2pc — po)polf — 2pepof® + pdf> =0 (1.8)
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F1G. 1.5 — a) dessin de gauche: module de la fonction d’onde pour un écoulement stationnaire autour d’un
disque de rayon R = 10; la vitesse & linfini est légérement supérieure a vi;: v = 0.1. Par effet ernoulls,
Uinterface liquide- vapeur est étirée; la densité va croissante du noir (p = 0) vers le gris (p = 1). b)
dessin de droite: profil déterminé par la formule approrimative déduite de la solution pour un écoulement
incompressible; on a pris: € = 0.1 et (voo/v53)? = 0. . ten que en fait on ait vo, /v53 > 1 et que Uon a
pas tenu compte de la décroissance de la vitesse lorsque U'on s’éloigne de Uobstacle, cette formule est en

bon accord avec le résultat numérique.

avec Av? = v? — v2 | fonction de I’angle 6 et lentement variable de r.

On peut remarquer tout d’abord que lorsque v — wvps la largeur de la couche limite diverge
puisqu’alors le gaz a le méme potentiel chimiqlue que le liquide. De la structure de I’équation
(1.8), cette largeur diverge comme (vps — v)~2. Cependant cette divergence est fictive car en
fait v décroit lorsque 'on s’éloigne de 'obstacle, ce qui explique que méme pour des valeurs de
la vitesse a l'infini légerement supérieure a v, un écoulement stationnaire, i.e. d’une certaine
maniére une solution de (1.8) s’instaure.

En partant de la solution incompressible de I’écoulement bidimensionnel autour d’un disque on
peut établir une formule approximative du profil de I'interface, pour de faibles vitesses, proches

de vps. Sur le disque, et avec cette approximation: v? = vZ sin?() ot I'angle @ est pris & partir
de I’axe des z, on trouve pour le profil une équation polaire générique du type:
r(6 €
2 . 2
\/1 L (sin?(6) - <50

ol € est une fraction du rapport entre longueur de cohérence et rayon du disque.

Cette formule, malgré de multiples approximations, est en bon accord qualitatif avec le profil
stationnaire a basses vitesses (voir figure (1.5 b)). Ainsi, comme pour le cas de NLS étudié
précédemment, et cela n’a rien de surprenant, une solution stationnaire s’établit pour de faibles
vitesses; ceci signifie d’apres le théoreme de d’Alembert qu’un écoulement sans dissipation existe
alors.

5.2 ransition vers la dissipation

Pour des vitesses supérieures, a partir d’un seuil difficile & déterminer précisément, le liquide
n’arrive plus a établir une couche limite stationnaire permettant de passer de la surface de
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F1G. 1.6 — module de la fonction d’onde & deuz temps successifs pour une vitesse vo, = 0.18; la
déformation de Uinterface a accéléré le liquide localement a tel point qu’une paire de vortex a pu tre
nuclée; ces vortex, advectés par le courant, conduisent ¢ une advection de la vapeur vers Uarriére du
disque ainsi qu’d une croissance de la phase ga euse. On identifie clairement les vortex comme les pointes
rondes aur extrémités de la vapeur. Dans le dessin de droite, on remarque que la bulle n’avance quasiment

plus sous Uimpulsion des vortex qui vont pouvoir alors se détacher de la phase ga euse.

I’obstacle ou la densité est nulle au liquide loin de I'obstacle. Cela se traduit dans un premier
temps par un étirement “sans fin” de la couche limite pres des poles. En fait il se développe
une région de vapeur a cet endroit; tout d’abord une poche de gaz croit 1a ol la pression est la
plus faible, c’est & dire perpendiculairement & I’écoulement, & partir des poles. Ainsi I’étirement
de la couche limite par effet Bernoulli sur la surface montre que ’obstacle se comporte dans
notre modele comme une source de cavitation, chose bien connue pour les fluides ordinaires.
Ce processus est de plus auto-entretenu: en effet, dans la mesure ot une région oun ¥ = 0 se
développe, vis a vis de notre fluide, elle va jouer le méme role que jouerait un obstacle épousant
les formes de cette bulle (ceci est valide car on peut négliger la vitesse de I'interface devant la
vitesse caractéristique de I’écoulement v, ). Formellement, on peut considérer que notre solide
se déforme et qu’il prend une forme ovale ( le début de ofrmation de cet ovale est d’ailleurs initié
sur la figure (1.5)); le rayon de courbure de 'obstacle diminuant, le fluide proche de l'interface
est accéléré, augmentant alors d’autant la croissance de la bulle, etc... Une maniére naive de
comprendre ce phénomeéne est de considérer que lorsque 'obstacle se déforme en augmentant
une de ses dimensions, il doit “expulser" plus de matiére arrivant & flux constant (imposé par la
vitesse & l'infini); pour ce faire la vitesse locale est augmentée, ce qui accroit la déformation de
I’obstacle.

Ainsi les vitesses locales au bord de cette bulle qui grossit atteignent rapidement les valeurs
critiques v;,5 puis v. et I’on observe numériquement la nucléation de vortex au bord de cette
bulle. Ces vortex, comme dans le cas de NLS simple sont advectés par le flot et “tirent” ’interface
gazeuse avec eux, comme le montrent les figures (1.6).

Les vortex se détachent de la bulle lorsqu’ils sont suffisamment loin de I"obstacle (voir figure
(1.7)); l'interface liquide vapeur ne peut en effet s’étendre a 'infini, et & une certaine distance
de l'obstacle, le coiit en énergie de "accroissement de la bulle permet aux vortex de se détacher
de cette bulle. Comme pour NLS, lorsque les vortex se sont éloignés, la vitesse locale pres de
I’obstacle, qui avait décru du fait de la nucléation de ces vortex, augmente a nouveau et de
nouveaux vortex sont émis plus ou moins périodiquement. A cela se rajoute le comportement de
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Fi1G. 1.7 — Lorsque la bulle étirée par Uadvection des vortex dans le champs extérieure de vitesse est
su samment grande, les vortex peuvent se détacher de la bulle de Kirchhoff, qui amorce alors un com-
portement périodique, alternant étirement du a la nucléation des vortex et rétraction lorsque les vorter se
détachent.

la bulle gazeuse située a ’arriere de I'obstacle: une fois que les vortex sont détachés de cette bulle,
elle se rétracte vers 'obstacle, d’une part car la phase thermodynamique la plus stable est alors le
liquide, d’autre part du fait du terme de tension de surface; cependant d’autres vortex sont émis
qui étirent la bulle comme précédemment, jusqu’a ce que, & nouveau, ces vortex se détachent,
a la méme distance de 'obstacle que les premiers; la bulle aussi admet donc un comportement
périodique di & cet étirement par les vortex et & la rétraction en ’absence de vortex. Cette
bulle pourrait étre vue, pour notre modele, comme ’équivalent de la bulle de Kirchhoff pour les
fluides réels [28], bulle entretenue par la vorticité crée dans I’écoulement, de méme qu’ici elle est
maintenue par la nucléation périodique de vortex quantifiés.

6 onclusion

Le processus de transition vers la dissipation pour le modéle SNLS apparait donc comme le
résultat d’une interférence entre nucléation de la phase gazeuse et transition dissipative connue
pour NLS. Notamment on a pu mettre en avant que, dés qu’une bulle se développe depuis les
bords de ’obstacle, par un processus d’auto-accélération du liquide, cette bulle croit, accélérant
d’autant le liquide jusqu’a nucléer finalement des vortex par le processus étudié dans la premiere
partie. La vitesse critique effective de nucléation de ces vortex est celle a partir de laquelle
I’écoulement n’arrive plus & établir une couche limite stationnaire entre le fluide & l'infini et
I’obstacle, qui joue alors le role de source pour la cavitation. Cette vitesse est approximativement,
étant donnée la condition aux bords imposée a la fonction d’onde sur 'obstacle la vitesse de
métastibilité du liquide vps. Elle est en fait 1égérement supérieure a cette vitesse, car vy est la
vitesse pour laquelle le liquide est métastable un seul point de I’écoulement le pole du disque,
de plus dans le cadre d’une approximation incompressible. Cependant il n’a pas été possible
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numériquement d’établir avec précision cette vitesse critique effective a I'infini v*° . Finalement,
on peut remarquer que ce scénario abaisse considérablement la vitesse critique conduisant a la
nucléation de vortex (voir la figure (1.4)); par exemple & pression atmosphérique la vitesse de
nucléation est diminuée d’un facteur 10! Or expérimentalement la vitesse critique a toujours
été considéré comme étant quasiment d’un ordre de grandeur plus faible que celle prédite par
le critere de Landau. Ce mécanisme donne en quelque sorte une explication possible de cette
observation.
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