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Résune :
Nous calculons la&ponse racanique d’une tigélastique no&e sous la forme d’'un nceud défte ouvert. Dans la limite
de faibles forces de tension appli&ps lequations de Kirchhoff en psence de contact de la tige avec ellemne sont

résolues par une athode de @veloppements asymptotiques racésrd_es pedictions sur la gonetrie du nceud sont
confrontesa des mesures eggmentales.

Abstract :

We study the mechanical response of elastic rods bent irdn kpots, with focusing on the case of trefoil topology. The
limit of a small applied tensile force is studied both aniigtly and experimentally : the Kirchhoff equations withfse
contact are solved by means of matched asymptotic expangioedictions on the geometrical properties are compared
to experiments.
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1 Introduction

Les noeuds tiennent une place importante dans le domainendwitgation, et les marins connaissent depuis
longtemps un phénomeéne qui leur est associé : un nceudsgoude diminue sa résistance a la traction [1]. Ce
probléme de mécanique n’a pas encore recu a ce jour litakipn théorique complete, et plus généralement
les propriétés mécaniques et élastiques des nceudsrsmre mal comprises. Longtemps considéré comme un
sujet mathématique, avec notamment le probleme des nioalsx [2], les nceuds sont aujourd’hui au coeur
de plusieurs faits scientifiques, particulierement dermdmaine des filaments biologiques et des polymeéres.
Il était ainsi connu qu’au-dela d’'une certaine longuenipolymeére peut adopter une conformation nouée de
maniéere spontanée [3]. Plus recemment des expériteemssont reussi dans le cadre d’expérience a molécule
unique a nouer une molécule d’ADN [4], tandis que d’autesnoué des filaments micrométriques de silice
dans le but d’étudier la propagation d’un signal luminezix En complément de ces succes expérimentaux une
recente étude approfondie de la géométrie des peé@rpermis d’en recenser 273 ayant une configuration
nouée, sans toutefois pouvoir clairement préciser latfon biologique des nceuds [6, 7].

Bien que mal compris le processus de nouage d'un filameng ée&ujet de nombreux travaux. Ainsi le
cas des polymeres a été étudiées au moyen d’approeseéed sur des calculs de dynamique moléculaire
ou de typeab-initio [8]. Les outils de la physique statistique ont aussi étisés, principalement dans le
cadre de simulations de type Monte-Carlo pour expliqueodalisation d’'un nceud sur un filament soumis a
I'agitation thermique [9]. Des modeles géométriqueségalement été proposés pour expliquer les pragsiét”
des nceuds [10].

Nous présentons ici un modele permettant de calculerdfigaoration d’'equilibre d’'un nceud en nous basant
sur la théorie des tiges élastiques. Cette présentsianillustrée a travers I'eétude d’'un nceud simpée Koeud

de trefle), mais le modele peut s’appliquer de maniereg#e a tout type de nceud, et permet d’en calculer
la reponse mécanique ainsi que la forme précise. Danpnemaiére partie nous introduirons les hypothéses et
les équations du modele, pour ensuite dans une seconikeg@senter un schéma de résolution. Enfin nous
confronterons les prédictions de notre modeéle a des reggxpérimentales afin de vérifier la validité de nos
résultats.

2 Modele

On considere une tige élastique isotrope de longueuriépfite section circulaire de raydn nouée en nceud
de trefle ouvert comme sur la Fig.1. La rigidité de courlileda tige est définie pdf'l, avecFE le coefficient
de Poisson ef = 7 h*/4 le moment d'inertie. Les extremités de la tige sont soemisdes forces de tension
de modul€eT’, celles-ci étant alignées selon I'axequi est définie par la direction des parties terminalesade |
tige a l'infini.
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Fic. 1 — Géomeétrie du nceud de trefle ouvert sous tension

L'équilibre élastique de la tige, composée d'un matélastique supposeé linéaire, est obtenu en réesdesmnt
équations de Kirchhoff, qui s’écrivent pour une tige at&m circulaire [11] :

r =t t =Mt 1)

M =N xt N'=-p @)

avecs l'abscisse curviligne le long de la tige(s) la tangente a la ligne centrale repérée pay), M (s) le
moment interneN (s) la force interne, ep(s) la pression de contact (qui est une force par unité de lamyue
les dérivées étant prises par rapport a I'abscissdliure.

La principale difficulté du probléme réside dans la pesecompte de la contrainte d'impénétrabilité qui

s'éecrit :
[r(s1) —7(s2)| > 2h 3)

Cette contrainte est valable pour tout couflg s2) tel que la quantités; — so|/h soit suffisamment grande
pour exclure de la vérification lgdus proches voisin®u plus précisément pour ne pas prendre en compte le
caractere continu de la tige. Le contact de la tige sur élmanreste localisé dans la zone en tresse, schématisée
sur la Fig. 1, si I'on considére des valeurs euffisamment petites [12]. Nous séparerons donc dans la
suite de I'exposé le nceud en deux domaines : un domaingemté&ui correspond a la tresse, et un domaine
extérieur qui regroupe la boucle et les parties termindl@gérét du probleme est en grande partie dans la
caractérisation du contact dans la tresse, qui requiedriaaissance de la fonctigiis) d'une part, mais aussi

de la topologie du contact d’autre part. Or ces deux donséesdépendantes 'une de I'autre, et de plus la
topologie du contact (étendu, ponctuel, d'un seul tenantan) n’est pas connue a I'avance [13].

Il est utile de remarquer a ce stade qu'a partir des Eq) @n2montre aisément que la quantié# - ¢, qui
correspond au moment de torsion, est constante le long dgeld_es extréemités étant libres de toute rotation
selon 'axez le moment de torsion est nul dans toute la tige, et cela implgue la torsion matérielle est elle
aussi nulle.

Ce modele s’applique bien entendu a des tiiyeess c’est a dire pour des valeurs depetites, ce qui permet

de s’assurer que le contact reste localise. De méme ondérasa uniquement de faibles forces de tension
aux extrémités, ce qui revient a considérer des ndagafesc’est-a-dire tels que la longueur de tige dans la
boucle soit grande devaht Ces limitations se formulent plus aisément si 'on paea I'adimensionnement
des équations en utilisant comme longueur caractéuistigirayon de la boucle (définie précisement comme la
longueur prise dans la boucle divisée pa) notéeR. En utilisant alors la relation (3) on obtient la condition
h/R << 1, et on introduit donc comme quantiéé= (h/R)/? qui va jouer le role de petit parametre du
probléme. Ainsi les limites de validité du modeéle corsduit simplement a considérer des nceuds tels que
e << 1.

3 Solution

La résolution du probleme va utiliser un raisonnementalgéchbe limite, legitimé par le fait que le domaine
intérieur est d’ordre (poure = 0 la tresse se réduit a un point), tandis que le domainaiextésubsiste a
l'ordre zéro ere. Nous allons donc calculer dans un premier temps les sokitio domaine extérieur selon
une méthode perturbative, et ensuite nous calculeromduticen du domaine intérieur. Il faudra alors procéder
au raccordement de ces différentes solutions pour obgesalution générale des équations de Kirchhoff dans
le cas du nceud de tréefle.

3.1 Domaine exérieur

Dans un premier temps considérons le cas d’une tige dsépar nulle, c’est a dire= 0. Dans ce cas la tresse
se ramene a un point singulier, la boucle a un cercle gideses terminales a des demi-droites. On alors une
solution de tige circulaire pour la bouclé = sin(s/R)ey — cos(s/R)e,, M = (EI/R)ex et N = 0. Tandis
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que pour les parties terminales on a une solution de tigéeddéffinie par t = e,, M = 0, et N = T. On
notera que la solution de boucle peut 0 fait apparaitre la longueut ce qui montre donc que cette quantité
est d’ordre zéro en De plus il est aisé de montrer qu’en minimisant I'énetgtale, définie comme la somme
de I'énergie de déformation élastique et du travail desds de tension, on obtient comme relation[4] :

_EI

2 _—
R_2T

4
On va maintenant perturber la solution obtenue pout 0 a I'ordre 1 ene. Pour les parties terminales la
linéarisation des Eqg. (1,2) autour de la solution de tigatdraméne a considérer des corrections pour la

ligne centrale de la formexp(—|z|\/T/EI), comme illustrée sur la Fig. 2. Dans le cas de la boucle nous
ne détaillerons pas la forme des corrections obtenuegeflos il est intéressant de noter que celle-ci reste
contenue dans un plan, lequel s’obtient par une rotatiordBe du plan(z, z) autour de I'axe,. La solution
ainsi obtenue présente une ouverture au sommet de la bafirtlde pouvoir se raccorder a la solution du
domaine intérieur (Fig. 2).

FIG. 2 — Géométrie simplifiee des parties terminales et deolecle avec la perturbation d’'ordee y, est la
correction selon I'axe pour les parties terminaleg, est I'ouverture de la boucle qui permet de tenir compte
de I'extension de la tresse, &f est I'angle du plan contenant la boucle par rapport au @tan).

Les solutions du domaine extérieur sont donc expriméedsretion de parametres d’'ordre 1 eret c’est lors
du raccordement avec le domaine intérieur que nous paidererminer ces parametres.

3.2 Domaine inerieur

Il est facile de montrer que les solutions du domaine iatérsont au minimum d’ordre 1 en En effet le
raccordement entre la boucle et la tresse implique la coitdéinle la pente de la ligne centrale (par rapport a
I'axe z), or dans la tresse la pente est proportionnelig¢/@ ou ¢ est I'extension de la tresse sur I'axgetandis

que en sortie de boucle elle est proportionnell& B. On obtient donc comme loi d’échelle~ AR ou
encoref ~ eR, ce qui montre que I'extension de la tresse est une quatitdre 1. De plus les déplacements
transverses dans la tresse seront proportionne)sé&st a dire &2R, ce qui montre donc que la solution du
domaine intérieur est d’ordre 2 erpour ses composantesty. Ainsi pour des valeurs de raisonnables on
peut négliger les non-linéarités géomeétriques damekse, et des lors les Eq. (1,2) s’écrivent pour le &in ”
en notantr, = (24, Ya, 2a)

El2) =p?, ELyl" =pY, 2l =1 (5)
ou, en considérant le contact sans frictiph,= |p|(zy, — z4)/(2h) etps = |p|(ys — va)/(2h). Les équations
pour le brin 'b” sont identiques avecy = —p? etp] = —p.

La linéarité des Eq. (5) permet de séparer le probleme j[godomaine intérieur en un problemmyenet un
problemedifféerenceen introduisant les nouvelles variables r(s) >= (7,(s) + r(s))/2 pour la solution
moyenne, ef = (r,(s) — r4(s))/2 pour la solution différence.

Les équations du probleme moyen s’écrivent simpleragudrtir des Eq. (5) en remarquant que les forces de
contact s'annulent entre elles, et il vienEl < z >""= 0 et EI < y >""= 0. La condition de raccord
pour la solution moyenne est simplement exprimée par lémate du moment qui impose = >"= 1/(2R)

du coté de la boucle et du coté des parties terminalesoligion est alors triviale puisqu’il s'agit d'un arc
de cercle de rayod R & un mouvement rigide pres (translation et rotation) gmuvoir raccorder les deux
domaines.

Le probleme difference contient l'information sur le ¢tact entre les deux brins de la tresse. Les équations
sont alors dans ce ca®il 7" = |p|z/h et EI §"" = |p|y/h. Ladimensionnement de ces équations conduit

3
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a définir de nouvelles variables (en accord avec les |@slélle précédemment obtenues) :

Ty — Tq Yo — Ya z
pr— pr— 6
on © U on YT JonR ©

-

En notant que dans la tresse- z on remarque que le probléme est alors plan, puisqu’il sgidéterminer
les fonctionsu(w) etv(w). La condition d'impénétrabilité, Eq. (3), se rééaiors sous la forme :

w?(w) +v*(w) > 1, Vw ()

Au final le probleme difference se raméne a la recherdeedsolution s’enroulant autour d’un cylindre fixe
de rayon 1, sous I'action d’'un mometappliqué aux deux extrémités afin de tenir compte du raegoent
avec la boucle comme indiqué sur la Fig. 3(a). On ajoutéegent comme contrainte que la solution doit faire
un nombre de tours fixés,*, autour du cylindre, aves* = 1.5 dans le cas du nceud de trefle (on pourrait
rechercher un nceud avet = 2.5 par exemple, ce qui donnerait une géométrie de Sype

FiG. 3 — Probleme difference pour la tresse. (a) GEométia dige difference enroulée autour du cylindre. (b)
Solution projetée dans le pldm, w) et (c) dans le plafu, v) perpendiculaire a I'axe du cylindre. Les zones
grises épaissies correspondent aux zones de contactt€ya gae seulement une demi-solution est représentée
compte-tenu du fait que I'on cherche des solutions syonéts.

Les équations de Kirchhoff pouvant étre obtenues ad'aid principe variationnel, on choisit de résoudre le
probléme difféerence par minimisation contrainte — poaragtir I'impénétrabilité — de I'énergie en cherchant
u(w) etv(w) comme des fonctions minimisantes I'énergie élasticefendE par :

E= / T (w) ; LGP o (W) + ' (W) 8)
W

ouTV estune longueur prise suffisamment grande au-dela dued@oint de contact afin de garantir 'indépendance
du résultat par rapport a cette variable. Il est intéaesde noter que aucun parametre n’intervient dans la for-
mulation du probléme difference, et que donc la solutienasniverselle

Le premier résultat est le lieu de contact, indiqué suridp 8, qui présente une zone étendue au centre de la
tresse et un point de contact isolé en sortie de tresse. @argeiera également la présence d’'un décollement
entre le point isolé et la fin de la zone de contact étenadugidl a une amplitude maximale égale.@43 h.

En prenant comme définition pour la longueur de tresse lguear entre les deux points isolés de contact on

a naturellement en unités adimensionnées2w,, ce qui donne en unités physiques :

¢ = 2w.V2hR 9)

avecw, = 3.506.
Le raccord de la solution pour le domaine intérieur avetesale la boucle et des parties terminales permet
de relier 'ensemble des corrections d’'ordri@troduites aux résultats numériques provenant de $s¢eOn a

ainsi pour I'angle du plan contenant la boucle au premiereoedie la relation :0y = 1.24,/h/R. De la méme
maniere on peut déterminer 'ensemble des parametéee gux résultats du domaine intérieur.

4 Discussion

La solution générale que I'on vient d’obtenir décriedUilibre élastique d'un filament de rayénnoué a la
maniére d’un nceud de trefle ouvert, et soumis a une tefisemchacune de ses extrémités. Cette solution est

4
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construite en utilisant un développement perturbatibalte 1 selore dans le cadre d’une théorie de couche
limite. En conséquence, toute mesure expérimentaleéd@teffectuée de maniére a satisfaire au mieux la
conditione << 1 ainsi que le postulat d'un contact sans friction dans la zn#esse. C’est pourquoi nous
avons choisi d'utiliser des cables de Nitinol (alliage @moire de forme superélastique), afin de mesurer pour
differentes valeurs du rayon de la tigect de la tension imposéE la longueur de tressé La comparaison
entre notre prédiction théorique, Eq. (9), indépeneaettout parametre ajustable, et ces mesures est pésent”
en Fig. 4. L'accord entre le modele et I'expérience ext gatisfaisant.

f [m] I
1071 | o.0¢ [m]
VhR[m|

_3 0.0025 0.005

10 \
o h=.26um [5]

_4 oh=.17Tmm

10 o h = .36 mm
5 va h = 44 mm

107+

10°  10°  10*  10° VAR [m]

FIG. 4 — Longueur de la tresse en fonction de la longughR en coordonnées log-log. Linsert représente les
mémes données en coordonnées usuelles. Tous les poir@tembtenus a partir de cables de Nitinol, excepté
le point isolé dans le coin inférieur gauche tiré de [5]dcaite représente la prédiction théorique, Eqg. 9, qui es
une fonctionuniverselle

La méthode exposée dans cet article est générale eépewdppliqguée a d’autres topologies de nceud, comme
par exemple un nceud ouvert de type A ce sujet on pourra se reporter a la Fig. 4 de [14] qui prése
les résultats relatifs a la longueur de tresse pour un raeugpes,. De méme la Fig. 5 de [14] illustre une
extension du modele au cas d’un contact avec de la friction.

Le modele ici présenté constitue un premier pas pour cengve la mécanique des nceuds, et les limitations
gu'il présente ne permettent pas par exemple d’expliqueolage d’'un filament lorsque le nceud devsenmté

(e ~ 1). Dans ce type de situation de nombreuses questions samreetiebattues a I'heure actuelle, comme
par exemple le profil de courbure dans le nceud mais ausat bets contraintes dans la tige (directement
lie a la résistance en traction du nceud). Toutefois etaméslans le cadre de la limite << 1 d'autres
phénomeénes restent encore a expliquer comme la régunsélament noué a un moment de torsion imposé
a ses extremités, situation qui donne vraisemblabléfena des instabilités de forme.

References

[1] Stasiak A., Dobay A., Dubochet J., Dietler G., Gaub H.@&ausen-Schaumann H., Beyer M., Rief M.,
and Grandbois M. Knotted fishing line, covalent bonds, améking points. Science, 286(5437), 11a,
1999.

[2] Stasiak A., Katritch V., and Kauffman L. H., editors. mld&nots. World Scientific, Singapore, 1998.

[3] Sumners D. W. and Whittington S. G. Knots in self-avoglimalks. J. Phys. A : Math. Gen., 21, 1689—
1694, 1988.

[4] Arai Y., Yasuda R., ichirou Akashi K., Harada Y., Miyata,HKinosita K., and Itoh H. Tying a molecular
knot with optical tweezers. Nature, 399, 446-448, 1999.

[5] Tong L., Gattass R. R., Ashcom J. B., He S., Lou J., SherMdxwell I., and Mazur E. Subwavelength-
diameter silica wires for low-loss optical wave guiding.til&, 426(6968), 816—819, 2003.

[6] Mansfield M. L. Are there knots in proteins ? Nature Stuwat Biology, 1, 213-214, 1994.

[7] Virnau P., Mirny L. A., and Kardar M. Intricate knots in @eins : Function and evolution. PL0S
Computational Biology, 2(9), 1074-1079, 2006.

[8] Saitta A. M., Soper P. D., Wasserman E., and Klein M. L.Uafice of a knot on the strength of a polymer
strand. Nature, 399(6731), 46—48, 1999.

[9] Farago O., Kantor Y., and Kardar M. Pulling knotted pobms Europhysics Letters, 60(1), 53-59, 2002.

[10] Pieranski P., Przybyl S., and Stasiak A. Tight open &n@he European Physical Journal E, 6, 123-128,
2001.

[11] Landau L. D. and Lifshitz E. M. Theory of Elasticity, wohe 7 ofCourse of Theoretical PhysicPerga-
mon Press, Oxford, 3rd edition, 1986.



19€MeCongrs Francais de Mcanique Marseille, 24-28 aat 2009

[12] Gallotti R. and Pierre-Louis O. Stiff knots. Physicad\Rew E (Statistical, Nonlinear, and Soft Matter
Physics), 75(3), 031801, 2007.

[13] von der Mosel H. Elastic knots in euclidean 3-space. #lesde I'Institut Henri Poincare (C) Non Linear
Analysis, 16(2), 137 — 166, 1999.

[14] Audoly B., Clauvelin N., and Neukirch S. Elastic knoBhysical Review Letters, 99(16), 164301, 2007.



