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Résumé

Les écoulements de convection thermique mixte sur une plaque plane présentent
une singularité lorsque la plague est plus froide que le fluide, aussi nous nous
proposons d'examiner la naissance de cette singularité en mettant en oeuvre la
technique de la “triple couche". Un terme supplémentaire traduisant Ile

nivellement barométrique et caractérisant I'interaction apparait alors dans la
classique relation pression- déviation. La solution linéarisée du "probléme

canonigue" mis en évidence est effectuée, elle montre l'influence de Il'amont de
I'écoulement sur l'aval par l'intermédiaire de fonctions propres. L'influence de la

température sur les ondes de Tollmien Schlichting est ensuite examinée.

introduction

Est appellée convection mixte, l'interaction, par la force d'Archiméde modélisée
par le terme de Boussinesq, entre un écoulement et une paroi portée a une
température différente de celle du fluide. Il a été montré (SCHNEIDER & WASEL 85,
DANIELS 92) que ce probleme, traité avec la description de couche Ilimite se
terminait, lorsque l'on suit le flot, par une singularité en une certaine abscisse.
Nous proposons, lorsque le nombre de Richardson (qui jauge le couplage entre les
aspects thermiques et dynamiques) est trés petit, une interaction de "triple couche"
(NEILAND 69, BROWN, STEWARTSON & WILLIAMS 75). Cette interaction provoque des
solutions autoinduites et de l'influence amont dans le cas d'une paroi plus froide
qgue le fluide. Mais auparavant, nous proposons les solutions linéarisées, déduites du
modéle dégagé, de I'écoulement perturbé par une tache thermique (et/ou une
bosse) sur la plaque, maintenue par ailleurs a température constante. La méme
approche linéarisée , mais instationnaire (SMITH 79), permet de mettre en
évidence les ondes de Tollmien Schlichting et la nouvelle courbe de stabilité
marginale .



1 Ecoulement de base
L'écoulement de base est celui d'une couche limite de Blasius (avec les notations
classiques: la vitesse de I'écoulement amobt, sert de jauge de vitesse
longitudinale, soitL I'échelle de longueur, la couche limite est jaugée faravec
5>=Re1/2 oy Re est le nombre de Reynolds) générant une couche limite thermique
de convection forcée puisqu'il y a un écart de température (Adig) entre la paroi
maintenue aTget le fluide dont la température amont €Bt (la température de
base s'écrit doncT, +(T, -T,)8,, et on pose(T,-T,) =AT,. L'échelle de longueulL a en
effet été choisie de maniére a ce que le couplage thermigue (dans le cadre de
'approximation de Boussinesq) par la variation transverse de la pression, soit trés
faible, on a:
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£ =76 avec J=
4%

g?ﬁ}ﬁ et1>>J>>Re™? (1.1, 1.2)

ou J est le nombre de Richardson. Celui ci est supposé trés petit (mais plus grand

gue Re‘l). Cela signifie que nous nous donnohs (par exemple, c'est la position
d'une tache thermique). En général, dans le probléme de convection mixte strict, il
n'y a pas de longueur caractéristique, et celle ci est justement choisie en pré&nant
égal a un. Or SCHNEIDER & WASEL 85 et DANIELS 92 montrent que la singularité se
produit pour une valeur petite de leur abscisse adimensionnée (6.E-3 et 0.14,
suivant les cas: paroi isotherme ou athermane), ce qui veut dire, qu'avec cette
longeur comme échelle, le nombre de Richardson associé est petit (racine carrée
de ces valeurs), il n'est donc pas déraisonnable d'étudier ce qui se passe aux faibles
valeurs del.

2 Interaction de triple couche

2.1 Pont Principal

La démarche classique est adoptée: s®lit, I'ordre de grandeur de la perturbation

de vitesse longitudinale localisée en abscisse (ggit la jauge de triple couche)

est inconnu, dans la couche limite, o0 est mesuré padL |I'épaisseur de couche
limite. La conservation de la quantité de mouvement, et l'incompressibilité nous
fournissent immédiatement la vitessen faisant apparaitre la fonction de
déplacement, pour l'instant indéterminéeA(x), tandis que I'équation de I'énergie
nous permet de déduire que la perturbation de température est résolue
explicitement (6g est le profil de base auto semblable) sa jauge étant celle de la

perturbation de vitesse, d’ou finalement:
, & ,
U =Uo(y) +eAX)Uo () v=—-~AX)Uo(), ELT =65(y) + EAX)E(Y) - (2.1, 2.2, 2.3)
3

Tout comme pour la vitesse, bien entendu, la valeur de cette températuyeCerva

se raccorder dans le haut du pont inférieur. On reconnait la, la méme expression
gue dans le cas de la fonctidh de Stewartson (enthalpie totale, cas des écoulements
hypersoniques, BROWN, STEWARTSON & WILLIAMS 75). C'est le déplacement des
lignes de courant qui produit cette solution.

2.2 "traversée" du pont principal et pont supérieur:

Le couplage entre la couche Ilimite thermique et la couche limite dynamique
s'effectue par l'intermédiaire du gradient transverse de pression. En anticipant sur
la suite, la pression dans le pont inférieur est d'orctr%, et x3:s3, donc le
développement de la pression dans le pont principal (en posknt], avec

\

J=0(1)), s'écrit a l'ordre 2:

% +s% +82§ =E3(6,(y) +eANB() . (3)

Le premier gradient transverse est nul, c'est celui de la couche limite de départ. Le
second montre qu'il existe un nivellement de pression associé au profil de

température de base jfeo(y)dy), cette variation ne dépend pas de a I'échelle
0



courte considérée, et donc n'intervient pas dans les équations du pont principal.
Enfin, le troisiéme gradient transverse s'integre:

P(Y — ) = Py — 0) = JAC)(Ep(e) ~6p(0)) = ~IAXX) (4)
ou p(y — 0) et p(y - ») sont les valeurs de la pression qui se raccordent avec celle du
pont inférieur, et respectivement du pont supérieur. Pour cette derniére il s'agit

de l'intégrale de Hilbert de la fonction de déplacement (dans le cas subsonique):

Q—@[]E—df (5)

Le couplage thermique introduit donc une variation de pression transverse
absente de la triple couche classique.

2.3 nouvelle relation pression- déviation
Si le pont principal reste privilégié, alarso -1/4=R-1/8 et;
1
—h—d JA 6
PRI (9)
la relation liant le déplacement et la pression est donc affectée d'un terme qui peut
étre d'ordre un et qui représente le nivellement de la pression au travers du pont
principal.

Remarque: Si lenombre de Richardson relatif augmente, il est judicieux de gadder

(en effet le choix deRe 1/8 privilégie l'interaction de fluide parfait, linéarisée, du
pont supérieur; en hypersonique (BROWN, STEWARTSON & WILLIAMS 75) un

phénoméne similaire se produit), done=|J|. Au travers du pont principal, la
relation pression déviation devient alors:
451721
(|J| Re ) HEX Edf (p£A), (7)

donc, siJ est assez grand, le pont supérieur n'intervient plus, linteraction est plus
étendue longitudinalement, en revanche elle l'est moins transversalement car elle
reste confinée dans la couche limite dont I'épaisseur ne varie plus. Si la paroi est
froide J est négatif: le profil statique est stable, (respectivement chadideositif),

il vient tout simplement :

Re V8 <<|J| <<1, p=-A respectivement  p=A. (8.1, 8.2, 8.3)

2.4 équations de pont inférieur
On rappelle queu est dordree, p d'ordree 2, la jaugexgz est, elle, d'ordree 3. Le

raccord de la perturbation de température laisse penser que celle ci est de méme
ordre que la vitessge La variabley, est maintenardy (e fois la précédente).

2.4.1 premier cas, pas de tache thermique
on retrouve:

AN A d 2Ll _ 2
ax U + dy v=0. (u&+vdy) u= dy2 , ( ud* ) T= dy2 T. (9.1,9.2,9.3)
avec l'adhérence a la paroi, eta I |nf|n|yen u-y+ A,T - y+A, A(-©) =0

2.4.2 second cas tache thermique

Un accident thermigue, pour rester cohérent avec les jauges précédentes doit étre
d'ordre ¢ dans Ile pont inférieur, le gradient transverse de pression reste
négligeable puisquelest petit. Mais si la température est perturbée plus fortement,

il en est tout autrement. Disons que localement, sur une échglle(qui est celle

de la triple couche) la température varie et passe Tdg aTo+Ty, alors il est
judicieux d'utiliser la valeur ((T,/AT,)AT,)=T,, au lieu de (¢(ATy))comme nouvelle
jauge de variation de température (&} >>¢AT,). L'équation de convection diffusion

de la température reste inchangée, (car linéaire, on vérifie bien, dans cette
équation, que le gradient initial de température est d'omremais le gradient de



pression peut ne plus étre négligeable js'roW/ATO(c‘est ledeuxieme nombre de

Richardson, ce dernier est associé a l'accident, le premier est associé a l|'écoulement
de base) est d'ordre un, dans ce cas:
P_ip, doy -POY) _ 9 ;[ 6(xY)
oy oX dx oX

dy. (11)
y
Oup(x) est la pression en haut du pont inférieur (en bas du pont principal).
La température est jaugée par:
T=T,+(T, -T,)@+ T 0)=T, +T,0 (12)
TO _Too
Le raccord entre les pont inférieur et supérieur devient

by

1+TT_T O(y - =)=1+&(y +A(X))8,, et comme la température est trés forte a la paroi
(Tw>>&ATo ), la températured est donc nulle a l'infini. D'ou il vient le probléme de
pont inférieur suivant (trés similaire a ZEYTOUNIAN 91)

ou, ov_ 0 d Jﬁ[jae 02 a0 02

—+V—)u=-— —dy+ , U—+v—)0=—6; (13
ER 6y ( 6y) ax PTI PV 6y2 (ax ay) ay? (13)

avec comme conditions aux Iimites 'adhérence a la paroi, et la température
imposée, et a l'infini ey, u-y+A, mais, 8 - 0, etA( - o) = 0.

3 problémes "canoniques" dégagés
3.1 Premier probléme:
Tant que la variation de la température de paroi reste faible, et que le nombre de

Richardson reste d'ordreRe™®, on a le probléme de triple couche classique (9) ou

e=ReV®, avec un terme de correction d'ordre un dans la relation de pression

déviation (6) (le détail de la température, scalaire passif, est sans importance dans
le pont inférieur).

3.2 Second probléme:

La température de paroi varie brusquement d'une valeur d'ordre un, le second (il
a ici deux effets de température:) nombre de Richard$or{construit avec la
température de l'accident thermique) est d'ordre un dans le pont inférieur, (dans
le pont principal cette température n'a pas encore eu le loisir d'étre diffusée), on a
donc (13) et (6).

De plus, dans les deux casJsiugmente, on prerekd, etp=+/- A (au lieu de (6)).

4 résolution linéarisée, solutions auto induites,
Le systéeme (13) admet la solution de Blasiwsy comme solution triviale, partant
de cette solution de base, la résolution linéarisée fournit aprés transformation de
Fourier enx:
~ oY 2 62

~

.~ 0V . ~ s - ~ :

|au+a—:0 laut+tv=-ap+] | |aTdy+a—2u, aT=— T (14)
oy y oy ay

La perturbation du frottement pariétat/= di/dy vérifie une équation différentielle

d'Airy forcée par la température qui est elle méme une fonction d'Airy:

T=Ai(yi)'3)  (15)
On en déduit d'une part I'expression du frottement pariétal :
0 (a)*®p_ .. s, A _ .
—u(0) =1+—~——- ——— - A'(0 16
oy VO =1 gy 1000 P AT 0) (16)
puis d'autre part, la fonction de déplacemefrt ést la transformée de Fourier de la
paroi):



s \1/3%

la S 1
U070 a2 ). (17)

3Ai' (0) 9Ai' (0)
Dans cette relation pression- déviation, avec effet de température (écrit ensuite
sous la forme A+F:B*p+j[3j) , on constate qu'a up négatif correspond donc une
diminution de frottement, et un déplacemerA positif, donc un épaississement. La
relation (6) s'écrit, aprés tranformée de Fourier:

p=(a|+J)A. (18)

On en déduit la solution pour la pression (attention il s'agit de la pression a l'infini
en haut du pont inférieur):

A+F

=D g -p.  (19)

1= (ol +3)B

4.1 solution auto induites

Dans le cas de la paroi froide, la relation obtenyge=-A) est la méme qu'en
hypersonique BROWN, STEWARTSON & WILLIAMS 75 et GAJJAR & SMITH 83, aussi
des solutions auto induites, au comportement amont en exponentielle croissante,
peuvent étre généréesp = a &KX, k= (-3Ai'(0)3 leur interprétation est celle du
phénoméne de blocage (forte influence amont observée dans les écoulements
stratifiés se traduisant par une déviation des lignes de courant sur une distance
grande devant |I'obstacle perturbateur). Il est dailleurs remarquable que
I'interaction observée par DANIELS & GARGARO 93 est du type-@A), ils se placent

eux, a nombre de Richardson d'ordre un, et la solution qu'il obtiennet est en
puissance dg.

4.2 Stabilité
Le cas de la paroi chaude est quant a lui propice aux instabilités: il s'agit de

chercher des solutions instationnaires modulées pidlax'w'[). On rajoute le terme
en d/0t dans le systeme (9.1, 9.2, 9.3) et la résolution linéarisée nous fournit (par

analogie avec les ondes de Tollmien Schlichting, que Il'on retrouve pouwrl,
mises en évidence par SMITH 79):

(] +3) = (i) V3 A7 €o) | JAE)E; &o=-iba 23 (20)
o

La courbe de stabilité marginale est donc telle quew = 2.3 a2l3, avec
3:1.0010‘1’3-|a|, on a donc un mode non visqueux podtrés négatif (mais on sort
alors de la description que l'on s'est fixée), et un mode visqueux de grande
longueur d'onde pourJpositif et grand (qui correspond R=A), les variations dex

etw enfonctionde J sont présentées sur la figure 4.

5 Résolution numérique du probléme stationnaire.

Une résolution linéarisée est proposée grace a la relation (18). Pour fixer les idées
les courbes de pression pour différents nombres de Richardson réduisont
proposées (figure 1) dans le cas de la bosse (de fqtme®)?) pour J=-2, 0, 2, puis

(figure 2) dans le cas d'une tache froide (de méme forme) pduO, -1 -2. En
amont, pour la paroi froide, le phénoméne de blocage peut étre observé, il

augmente avec-J. En aval des ondes sous le vent sont observées. figure 3, on a
représenté l'interaction auto induite (résolution non linéaire), montrant la
solution propref=-A) (cf GAJJAR & SMITH 83.

Conclusion

L'étude est a poursuivre notamment du point de vue de l'instabilité, I'école
britannique est trés active sur ce point, et caresse l'espoir d'étudier la transition en
partant du comportement non linéaires des ondes TS (la relation (20) n'étant
gu'une premiére étape linéaire), et du point de vue numérique dans le cas



stationnaire de maniére a effectivement calculer la séparation de la couche limite.
L'interprétation physigue du comportement de la couche limite n'est pas encore
élucidée, s'agit il ici de la naissance d'un ressaut hydrolique interne comme le
montrent certaines expériences numériques en convection naturelle (LE QUERE,
ALZIARY DE ROQUEFORT 85), auquel cas la relatiggpr-A est une bonne description

de la naissance du ressaut (BOWLES & SMITH 92) mais cette relation ne permet pas
de jauger son amplitude.
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