
Equations de Navier 
Stokes Réduites

Systèmes d’équations simplifiées issues
 de Navier Stokes:

Application en Biomécanique

Laboratoire de Modélisation en Mécanique
CNRS UMR 7607 -- Université Paris VI Jussieu

Lagrée Pierre-Yves

www.lmm.jussieu.fr/~lagree


Equations de Navier 
Stokes Réduites

Systèmes d’équations simplifiées issues
 de Navier Stokes:

Application en Biomécanique
Lagrée Pierre-Yves

Annemie van Hirtum, Sylvie Lorthois, Xavier Pelorson, Claire Ségoufin 
Emanuel Berger, Bram de Bruin, Franz Chouly, Koen Gorman, Coriandre Vilain 



• simplification des équations de Navier Stokes

• grâce aux théories asymptotiques de:

“Couche Limite”

But



• simplification des équations de Navier Stokes

• grâce aux théories asymptotiques de:

“Couche Limite”

Partant de Navier Stokes

• on simplifie NS en un sous sytème

- qui contient les échelles 

- et les phénomènes principaux

But



But
• simplification des équations de Navier Stokes

• grâce aux théories asymptotiques de:

“Couche Limite”

Partant de Navier Stokes

• on simplifie NS en un sous sytème

- qui contient les échelles 

- et les phénomènes principaux

En simplifiant encore plus: système intégral
Comparaisons NS/RNSP/Intégral 
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• simplifiées

• déduites d’ordres de grandeur
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procédure de marche

la distribution de pression est un résultat
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−∆P

ou à chute de pression donnée
par une itération de Newton sur le flux d’entrée
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Résolution Numerique

différences finies, 
implicite en temps
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la Pression est un résultat du calcul
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 - système integral (1D) est inclus dans RNSP

- on calcule des profils plus réalistes
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Les équations 1D “habituelles” sont
 une  simplification de RNSP
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Dans un écoulement stationnaire, il est naturel de 
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u(x,∞)est la vitesse à la lisière de la couche limite
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RNSP comptient les équations 1D habituelles
RNSP comptient les profils de Womersley
RNSP comptient la couche limite interactive(IBL)



  



  



  



La double/triple couche?
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ε = Re−1/3
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de Poiseuille
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Solution analytique à faible hauteur de bosse dans un écoulement
de Poiseuille

La solution est une perturbation de la solution de base:

u = y, v = 0

on retrouve les équations MAIS à des échelles différentes

∂
∂x
u+

∂
∂y
v= 0

0=− ∂
∂y
p

u
∂
∂x
u+ v

∂
∂y
u=− ∂

∂x
p+

∂2

∂y2
u

u→ y

ET avec des conditions limites différentes

ε R0



  

RNSP contient les équations 1D habituelles
RNSP contient les profils de Womersley
RNSP contient la couche limite interactive(IBL)
RNSP contient la double/triple couche
RNSP contient les équations de jet
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RNSP
Navier Stokes complet

Castem/ FreeFEM

Comparaisons
Intégral/ 1D



Exemple 1

• Ecoulement dans les vaisseaux sténosés

• stationnaire, paroi rigide

  



  



  





RNSP Scales

R H1-aL R

u

x0 0

!

Using:

x∗ = xR0Re, r∗ = rR0, u∗ = U0u, v∗ = U0
Rev,

p∗ = p∗0 + ρ0U2
0p and τ∗ = ρU2

0
Re τ

the following partial differential system is obtained from Navier Stokes as Re→∞:
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En utilisant:

x∗ = xR0Re, r∗ = rR0, u∗ = U0u, v∗ = U0
Rev, t∗ = tR0

U0
Re,

p∗ = p∗0 + ρ0U2
0p and τ∗ = ρU2

0
Re τ

le système suivant d’équations différentielles est obtenu à partir de Navier Stokes,
lorsque Re→∞:
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+ The boundary conditions.

RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System

∂

∂x
u +

∂

r∂r
rv = 0,

∂

∂t
u + (u

∂

∂x
u + v

∂

∂r
u) = −∂p

∂x
+

∂

r∂r
(r

∂

∂r
u),

0 = −∂p

∂r
.

+ Les conditions aux limites.
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RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System
∂

∂x
u +

∂

r∂r
rv = 0,

(u
∂

∂x
u + v

∂

∂r
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∂r
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- symétrie axiale (∂ru = 0 et v = 0 en r = 0),

- adhérence à la paroi (u = v = 0 en r = 1− f(x)),

- profils d’entrée (u(0, r) et v(0, r)) donnés

- pas de condition de sortie en xout = x∗out
R0Re

- streamwise marching (résolution en suivant l’écoulement)
même lorsqu’il y a séparation .
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Problème parabolique- Marching Problem
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- symétrie axiale (∂ru = 0 et v = 0 en r = 0),
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même lorsqu’il y a séparation .



Application 1/3: Flow in an arterial stenosis
collaboration with S. Lorthois IMFT
(F. Cassot & M.-P. Vergnes, INSERM, + B. de Bruin RuG)
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Evolution du profil de vitesse le long du convergent dans une sténose à 70%
(Re = 500) ;

—— trait plein:
Poiseuille en entrée

- - - - trait pointillé:
profil plat en entrée
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Comparison Navier Stokes solvers/ RNSP.

* Using COMFLO (Veldman, de Bruin RuG)
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Frottement pariétal – Wall Shear Stress
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Evolution de la distribution de WSS le long du convergent (sténose de 70% Re = 500);
—— trait plein: Poiseuille en entrée, - - - - trait pointillé: profil plat
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Boundary Layer/ Perfect Fluid
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Boundary Layer/ Perfect Fluid

d1

La Couche Limite est générée près de la paroi
δ1 l’épaisseur de déplacement.

Couche Limite / Fluide Parfait

d1

δ1 l’épaisseur de déplacement se comporte comme une nouvelle paroi!!!!
→ Interacting Boundary Layer (IBL) [Couche limite Interactive]
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RNSP/ IBL

Après adimensionnement:
r = R(x̄) − (λ/Re)−1/2ȳ, u = ū, v = (λ/Re)1/2v̄ et x − xb = (λ/Re)x̄ , p = p̄, où
xb est la position de la sténose, les équations RNSP(x) donnent le problème final IBL
(interacting Boundary Layer):

∂ū

∂x̄
+

∂v̄

∂n̄
= 0

(ū
∂ū

∂x̄
+ v̄

∂ū

∂n̄
) = ūe

dūe

ds̄
+

∂

∂n̄

∂ū

∂n̄

avec: ū(x̄, 0) = 0, v̄(x̄, 0) = 0 ū(x̄,∞) = ue, où δ̄1 =
∫∞
0 (1− ū

ūe
)dn̄, et

ūe =
1

(R2 − 2((λ/Re)−1/2)δ̄1)
.
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the following partial differential system is obtained from Navier Stokes as Re→∞:

IBL intégral: équation 1D

d

dx̄
(
δ̄1

H
) = δ̄1(1 +

2
H

)
dūe

dx̄
+

f2H

δ̄1ūe
,

ūe =
1

(R2 − 2(λ/Re)−1/2δ̄1)
.

Pour résoudre ce problème une relation de fermeture liant H et f2 à la vitesse et à
l’épaisseur de déplacement doit être trouvée:

On définit Λ1 = δ̄2
1

dūe
dx̄ ,

le système est fermé par la résolution des profils de Falkner Skan:

si Λ1 < 0.6 alors H = 2.5905exp(−0.37098Λ1), sinon H = 2.074.

De H,f2 est calculé par f2 = 1.05(−H−1 + 4H−2).
exemples de profils
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IBL intégral: Equation simplifiée pour le frottement (Shear Stress)
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- variation de la vitesse (conservation du flux)
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IBL intégral: Equation simplifiée pour le frottement (Shear Stress)

- variation de la vitesse (conservation du flux)

IBL intégral: Equation simplifiée pour le frottement (Shear Stress)
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- accélération: couche limite δ1 # λ√
Reλ

,
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= Reλ
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IBL intégral: Equation simplifiée pour le frottement (Shear Stress)

- variation de la vitesse (conservation du flux) U0 → U0/(1− α− δ1)2

- accélération: couche limite δ1 # λ√
Reλ

, avec Reλ = λU0
(1−α)2ν

= Reλ
(1−α)2
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= Reλ
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- WSS = (variation de vitesse)/(épaisseur de couche limite)
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IBL intégral: Equation simplifiée pour le frottement (Shear Stress)

- variation de la vitesse (conservation du flux) U0 → U0/(1− α− δ1)2

- accélération: couche limite δ1 # λ√
Reλ

,
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Une formule simple peut être déduite:

WSS = (µ
∂u∗

∂y∗
)/((µ

4U0

R
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((Re/λ)1/2 + 3)
(1− α)3

Le nombre de Reynolds pertinent n’est plus Re = U0R0/ν mais Reλ et (Re/λ)1/2 est
l’inverse de l’épaisseur relative de couche limite
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Exemple 2

• écoulement dans un tuyau

• stationnaire, parois rigides

  



• écoulement dans un tuyau sténosé

• stationnaire, parois rigides
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Application 3/3: Écoulement dans la glotte

• ”distribution” de pression quasi invariante:
Ke = Pt/Pm à peu près constant Ke ! 0.82
Kg = Pg/Pm à peu près constant Kg ! 0.97.
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Exemple 3

• écoulement dans un tuyau sténosé

• stationnaire, parois rigides

• cas non symétrique
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• méthode intégrale modifiée pour tenir compte de la 
variation transverse de pression

• NS
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pression RNSP et NS sur les deux parois
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frottement pariétal RNSP et NS sur les deux parois



• Légère dissymétrie 

• décomposition Fluide Parfait/Couche limite

• Utilisation d’une méthode intégrale
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• Fluide parfait flux corrigé:

U0(1− ( fh+δh1)− ( fb+δb1)) = 1

Relation de couplage
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Exemple 4

• écoulement dans un tuyau sténosé/anévrisme

• instationnaire, parois rigides



Exemple 4

• écoulement dans un tuyau sténosé
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Exemple 4

• écoulement dans un tuyau dilaté

• instationnaire, parois rigides



• Sténose
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• Anévrisme
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cas stationnaire

perturbation de paroi
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Jusqu’à maintenant la paroi était rigide

  



  

utilisons un modèle élastique simple
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Exemple 5

• Ecoulement dans un tuyau collable

• Instationnaire, paroi élastique, pas d’inertie

  



    

tuyau collable



    

Rn pn+1donne



    

Rn donne pn+1 pn+1 = k(Rn+1−1)



    



    



    



    



• Ecoulement avec paroi élastique avec masse 
(glotte?)

  

Exemple 6



  

The flow in the glottis: self oscillation of a 2D elastic stenosis
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Lagrée P-Y, Goorman K.

the glottis:
2D elastic stenosis
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Un modèle mécanique simple de Glotte

 

h h H1 - hHtL fHxLL

u x
L

 

Fluide

(dans le cadre RNSP(x):
- la pression est constante dans chaque section
- le tuyau est long

y mesuré avec h et x mesuré avec h Re, S Strouhal):

! 
!xu +  

 ! 
!yv = 0, 

S
! 
!tu +u 

! 
!xu + v 

! 
!yu = - 

!p
!x  + 

!2 
!y2u    et    0 = - 

!p
!y .

Sur la paroi  u = 0,  v = S 
! 
!t("f)

symétrie en 0
! 
!yu = 0, v=0

résultat: la pression p(x,t) calcul de la pression intégrée le
long de la sténose

p(x,t)

"( t ) f (x)

Solide

(hypersimplifié modèle symétrique "à une masse"):
- deux ressorts symétriques sans atténuation
- la forme générale de la sténose est inchangée f(x), le paramétrage "(t)

permet de passer ensuite à la forme effective "(t)f(x)

d2 
dt2 "(t) + #02 "(t) = - Pd P("(t),

d 
dt "(t))

avec

P("(t),
d 
dt "(t))

l'intégrale de la pression instantanée sur la bosse

p(x,t)

"( t ) f (x)

p(x,t)

"( t ) f (x)

Problème couplé instationnaire à paroi mobile

interaction fluide structure

Si le flux est imposé on peut montrer que

P("(t),
d 
dt "(t)) ~ - $1 "(t)   %  $2  

d 
dt "(t)

Le régime est toujours explosif

Argument 1:

en effet, il faut alors passer par un modèle en double pont
(issu du "triple deck")

- si # est petit:

 p = -TF-1[(i &)-1/3 (-3 Ai'(0)) TF[yw]]  - TF-1[ - 9 Ai(0) Ai'(0)) (-i # TF[yw]) /(i &) ] + ...

  P("(t),
d 
dt "(t)) = -(2.035 ls4/3) "   - (0.504 ls2)

d 
dt "(t)

- si # est grand:

p = -TF-1[(-i # ) TF[yw]/(i &)]

   P("(t),
d 
dt "(t)) = - (0.609 ls2)

d 
dt "(t)

Argument 2:

idée simple menant au même résultat:
Rocard 1971

écoulement uniforme de fluide parfait entre deux plans

perturbé par une petite bosse " f:

u = 1 + u" + ...
h = 1 - " f + ...
p = 1 + p" + ...

substitution dans les équations d'Euler à nombre S petit:

! 
!x p" = - 

! 
!x (" f) - 2 S 

! 
!t(" f) + O(S2)

la pression est proportionnelle à la somme de la forme de la
bosse et de la dérivée temporelle de son intégrale spatiale.

Résolution numérique

* pour le fuide:

- équations reformulées dans un domaine fixe par
changement de variable

Y = 
y

h(x,t) (le domaine transverse est donc 0<Y<1) -

différences finies par avancée en x pour chaque t
- à paroi donnée on cherche la pression correcte

- soit le profil initial est donné, la chute de pression entre l'entrée et la
sortie ('p<0) est alors un résultat
- soit la chute de pression ('p<0) est imposée, la valeur du flux en
entrée est alors un résultat

* Méthode de Newmark pour le ressort

- deux étapes de prédiction et correction
- la pression (provenant du fluide) est un terme source du
système solide
- cette méthode est NON dissipative MAIS dispersive.

RNSP est plus rapide que NS complet mais conserve les
mécanismes principaux

RNSP est plus lent que les résolutions 1D (Bernoulli +
conservation du flux)
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CONCLUSION

Toujours amplification si le flux est imposé

Si on impose la valeur du saut de pression entre l'entrée et
la sortie: amplification ou atténuation.

Jusqu'à présent il était admis que seuls les modèles à deux
masses (4 masses en tout) pouvaient osciller.

Perspectives:
- meilleurs modèles de paroi élastique
- tenir compte de la fermeture...
- validation des modèles simples utilisés en synthèse de
parole.
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Figure 7: Example of the oscillation of the wall of the mass/ spring system as

a function of time ( , , , , , ,

and ). For this example the critical value of the pressure drop is

, lower pressure drop lead to oscillations damped toward a steady a stable

stenosis while larger promote an increasing oscillation.
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CONCLUSION

Toujours amplification si le flux est imposé

Si on impose la valeur du saut de pression entre l'entrée et
la sortie: amplification ou atténuation.

Jusqu'à présent il était admis que seuls les modèles à deux
masses (4 masses en tout) pouvaient osciller.

Perspectives:
- meilleurs modèles de paroi élastique
- tenir compte de la fermeture...
- validation des modèles simples utilisés en synthèse de
parole.
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Un modèle mécanique simple de Glotte

 

h h H1 - hHtL fHxLL

u x
L

 

Fluide

(dans le cadre RNSP(x):
- la pression est constante dans chaque section
- le tuyau est long

y mesuré avec h et x mesuré avec h Re, S Strouhal):

! 
!xu +  

 ! 
!yv = 0, 

S
! 
!tu +u 

! 
!xu + v 

! 
!yu = - 

!p
!x  + 

!2 
!y2u    et    0 = - 

!p
!y .

Sur la paroi  u = 0,  v = S 
! 
!t("f)

symétrie en 0
! 
!yu = 0, v=0

résultat: la pression p(x,t) calcul de la pression intégrée le
long de la sténose

p(x,t)

"( t ) f (x)

Solide

(hypersimplifié modèle symétrique "à une masse"):
- deux ressorts symétriques sans atténuation
- la forme générale de la sténose est inchangée f(x), le paramétrage "(t)

permet de passer ensuite à la forme effective "(t)f(x)

d2 
dt2 "(t) + #02 "(t) = - Pd P("(t),

d 
dt "(t))

avec

P("(t),
d 
dt "(t))

l'intégrale de la pression instantanée sur la bosse

p(x,t)

"( t ) f (x)

p(x,t)

"( t ) f (x)

Problème couplé instationnaire à paroi mobile

interaction fluide structure

Si le flux est imposé on peut montrer que

P("(t),
d 
dt "(t)) ~ - $1 "(t)   %  $2  

d 
dt "(t)

Le régime est toujours explosif

Argument 1:

en effet, il faut alors passer par un modèle en double pont
(issu du "triple deck")

- si # est petit:

 p = -TF-1[(i &)-1/3 (-3 Ai'(0)) TF[yw]]  - TF-1[ - 9 Ai(0) Ai'(0)) (-i # TF[yw]) /(i &) ] + ...

  P("(t),
d 
dt "(t)) = -(2.035 ls4/3) "   - (0.504 ls2)

d 
dt "(t)

- si # est grand:

p = -TF-1[(-i # ) TF[yw]/(i &)]

   P("(t),
d 
dt "(t)) = - (0.609 ls2)

d 
dt "(t)

Argument 2:

idée simple menant au même résultat:
Rocard 1971

écoulement uniforme de fluide parfait entre deux plans

perturbé par une petite bosse " f:

u = 1 + u" + ...
h = 1 - " f + ...
p = 1 + p" + ...

substitution dans les équations d'Euler à nombre S petit:

! 
!x p" = - 

! 
!x (" f) - 2 S 

! 
!t(" f) + O(S2)

la pression est proportionnelle à la somme de la forme de la
bosse et de la dérivée temporelle de son intégrale spatiale.

Résolution numérique

* pour le fuide:

- équations reformulées dans un domaine fixe par
changement de variable

Y = 
y

h(x,t) (le domaine transverse est donc 0<Y<1) -

différences finies par avancée en x pour chaque t
- à paroi donnée on cherche la pression correcte

- soit le profil initial est donné, la chute de pression entre l'entrée et la
sortie ('p<0) est alors un résultat
- soit la chute de pression ('p<0) est imposée, la valeur du flux en
entrée est alors un résultat

* Méthode de Newmark pour le ressort

- deux étapes de prédiction et correction
- la pression (provenant du fluide) est un terme source du
système solide
- cette méthode est NON dissipative MAIS dispersive.

RNSP est plus rapide que NS complet mais conserve les
mécanismes principaux

RNSP est plus lent que les résolutions 1D (Bernoulli +
conservation du flux)
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Figure 7: Example of the oscillation of the wall of the mass/ spring system as

a function of time ( , , , , , ,

and ). For this example the critical value of the pressure drop is

, lower pressure drop lead to oscillations damped toward a steady a stable

stenosis while larger promote an increasing oscillation.
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CONCLUSION

Toujours amplification si le flux est imposé

Si on impose la valeur du saut de pression entre l'entrée et
la sortie: amplification ou atténuation.

Jusqu'à présent il était admis que seuls les modèles à deux
masses (4 masses en tout) pouvaient osciller.

Perspectives:
- meilleurs modèles de paroi élastique
- tenir compte de la fermeture...
- validation des modèles simples utilisés en synthèse de
parole.
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Un modèle mécanique simple de Glotte

 

h h H1 - hHtL fHxLL

u x
L

 

Fluide

(dans le cadre RNSP(x):
- la pression est constante dans chaque section
- le tuyau est long

y mesuré avec h et x mesuré avec h Re, S Strouhal):

! 
!xu +  

 ! 
!yv = 0, 

S
! 
!tu +u 

! 
!xu + v 

! 
!yu = - 

!p
!x  + 

!2 
!y2u    et    0 = - 

!p
!y .

Sur la paroi  u = 0,  v = S 
! 
!t("f)

symétrie en 0
! 
!yu = 0, v=0

résultat: la pression p(x,t) calcul de la pression intégrée le
long de la sténose

p(x,t)

"( t ) f (x)

Solide

(hypersimplifié modèle symétrique "à une masse"):
- deux ressorts symétriques sans atténuation
- la forme générale de la sténose est inchangée f(x), le paramétrage "(t)

permet de passer ensuite à la forme effective "(t)f(x)

d2 
dt2 "(t) + #02 "(t) = - Pd P("(t),

d 
dt "(t))

avec

P("(t),
d 
dt "(t))

l'intégrale de la pression instantanée sur la bosse

p(x,t)

"( t ) f (x)

p(x,t)

"( t ) f (x)

Problème couplé instationnaire à paroi mobile

interaction fluide structure

Si le flux est imposé on peut montrer que

P("(t),
d 
dt "(t)) ~ - $1 "(t)   %  $2  

d 
dt "(t)

Le régime est toujours explosif

Argument 1:

en effet, il faut alors passer par un modèle en double pont
(issu du "triple deck")

- si # est petit:

 p = -TF-1[(i &)-1/3 (-3 Ai'(0)) TF[yw]]  - TF-1[ - 9 Ai(0) Ai'(0)) (-i # TF[yw]) /(i &) ] + ...

  P("(t),
d 
dt "(t)) = -(2.035 ls4/3) "   - (0.504 ls2)

d 
dt "(t)

- si # est grand:

p = -TF-1[(-i # ) TF[yw]/(i &)]

   P("(t),
d 
dt "(t)) = - (0.609 ls2)

d 
dt "(t)

Argument 2:

idée simple menant au même résultat:
Rocard 1971

écoulement uniforme de fluide parfait entre deux plans

perturbé par une petite bosse " f:

u = 1 + u" + ...
h = 1 - " f + ...
p = 1 + p" + ...

substitution dans les équations d'Euler à nombre S petit:

! 
!x p" = - 

! 
!x (" f) - 2 S 

! 
!t(" f) + O(S2)

la pression est proportionnelle à la somme de la forme de la
bosse et de la dérivée temporelle de son intégrale spatiale.

Résolution numérique

* pour le fuide:

- équations reformulées dans un domaine fixe par
changement de variable

Y = 
y

h(x,t) (le domaine transverse est donc 0<Y<1) -

différences finies par avancée en x pour chaque t
- à paroi donnée on cherche la pression correcte

- soit le profil initial est donné, la chute de pression entre l'entrée et la
sortie ('p<0) est alors un résultat
- soit la chute de pression ('p<0) est imposée, la valeur du flux en
entrée est alors un résultat

* Méthode de Newmark pour le ressort

- deux étapes de prédiction et correction
- la pression (provenant du fluide) est un terme source du
système solide
- cette méthode est NON dissipative MAIS dispersive.

RNSP est plus rapide que NS complet mais conserve les
mécanismes principaux

RNSP est plus lent que les résolutions 1D (Bernoulli +
conservation du flux)
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Figure 7: Example of the oscillation of the wall of the mass/ spring system as

a function of time ( , , , , , ,

and ). For this example the critical value of the pressure drop is

, lower pressure drop lead to oscillations damped toward a steady a stable

stenosis while larger promote an increasing oscillation.
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CONCLUSION

Toujours amplification si le flux est imposé

Si on impose la valeur du saut de pression entre l'entrée et
la sortie: amplification ou atténuation.

Jusqu'à présent il était admis que seuls les modèles à deux
masses (4 masses en tout) pouvaient osciller.

Perspectives:
- meilleurs modèles de paroi élastique
- tenir compte de la fermeture...
- validation des modèles simples utilisés en synthèse de
parole.
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Fluide

(dans le cadre RNSP(x):
- la pression est constante dans chaque section
- le tuyau est long

y mesuré avec h et x mesuré avec h Re, S Strouhal):

! 
!xu +  
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!yv = 0, 

S
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!tu +u 

! 
!xu + v 

! 
!yu = - 

!p
!x  + 

!2 
!y2u    et    0 = - 

!p
!y .

Sur la paroi  u = 0,  v = S 
! 
!t("f)

symétrie en 0
! 
!yu = 0, v=0

résultat: la pression p(x,t) calcul de la pression intégrée le
long de la sténose

p(x,t)

"( t ) f (x)

Solide

(hypersimplifié modèle symétrique "à une masse"):
- deux ressorts symétriques sans atténuation
- la forme générale de la sténose est inchangée f(x), le paramétrage "(t)

permet de passer ensuite à la forme effective "(t)f(x)

d2 
dt2 "(t) + #02 "(t) = - Pd P("(t),

d 
dt "(t))

avec

P("(t),
d 
dt "(t))

l'intégrale de la pression instantanée sur la bosse

p(x,t)

"( t ) f (x)

p(x,t)

"( t ) f (x)

Problème couplé instationnaire à paroi mobile

interaction fluide structure

Si le flux est imposé on peut montrer que

P("(t),
d 
dt "(t)) ~ - $1 "(t)   %  $2  

d 
dt "(t)

Le régime est toujours explosif

Argument 1:

en effet, il faut alors passer par un modèle en double pont
(issu du "triple deck")

- si # est petit:

 p = -TF-1[(i &)-1/3 (-3 Ai'(0)) TF[yw]]  - TF-1[ - 9 Ai(0) Ai'(0)) (-i # TF[yw]) /(i &) ] + ...

  P("(t),
d 
dt "(t)) = -(2.035 ls4/3) "   - (0.504 ls2)

d 
dt "(t)

- si # est grand:

p = -TF-1[(-i # ) TF[yw]/(i &)]

   P("(t),
d 
dt "(t)) = - (0.609 ls2)

d 
dt "(t)

Argument 2:

idée simple menant au même résultat:
Rocard 1971

écoulement uniforme de fluide parfait entre deux plans

perturbé par une petite bosse " f:

u = 1 + u" + ...
h = 1 - " f + ...
p = 1 + p" + ...

substitution dans les équations d'Euler à nombre S petit:

! 
!x p" = - 

! 
!x (" f) - 2 S 

! 
!t(" f) + O(S2)

la pression est proportionnelle à la somme de la forme de la
bosse et de la dérivée temporelle de son intégrale spatiale.

Résolution numérique

* pour le fuide:

- équations reformulées dans un domaine fixe par
changement de variable

Y = 
y

h(x,t) (le domaine transverse est donc 0<Y<1) -

différences finies par avancée en x pour chaque t
- à paroi donnée on cherche la pression correcte

- soit le profil initial est donné, la chute de pression entre l'entrée et la
sortie ('p<0) est alors un résultat
- soit la chute de pression ('p<0) est imposée, la valeur du flux en
entrée est alors un résultat

* Méthode de Newmark pour le ressort

- deux étapes de prédiction et correction
- la pression (provenant du fluide) est un terme source du
système solide
- cette méthode est NON dissipative MAIS dispersive.

RNSP est plus rapide que NS complet mais conserve les
mécanismes principaux

RNSP est plus lent que les résolutions 1D (Bernoulli +
conservation du flux)
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Figure 7: Example of the oscillation of the wall of the mass/ spring system as

a function of time ( , , , , , ,

and ). For this example the critical value of the pressure drop is

, lower pressure drop lead to oscillations damped toward a steady a stable

stenosis while larger promote an increasing oscillation.
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CONCLUSION

Toujours amplification si le flux est imposé

Si on impose la valeur du saut de pression entre l'entrée et
la sortie: amplification ou atténuation.

Jusqu'à présent il était admis que seuls les modèles à deux
masses (4 masses en tout) pouvaient osciller.

Perspectives:
- meilleurs modèles de paroi élastique
- tenir compte de la fermeture...
- validation des modèles simples utilisés en synthèse de
parole.
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Un modèle mécanique simple de Glotte

 

h h H1 - hHtL fHxLL

u x
L

 

Fluide

(dans le cadre RNSP(x):
- la pression est constante dans chaque section
- le tuyau est long

y mesuré avec h et x mesuré avec h Re, S Strouhal):

! 
!xu +  

 ! 
!yv = 0, 

S
! 
!tu +u 

! 
!xu + v 

! 
!yu = - 

!p
!x  + 

!2 
!y2u    et    0 = - 

!p
!y .

Sur la paroi  u = 0,  v = S 
! 
!t("f)

symétrie en 0
! 
!yu = 0, v=0

résultat: la pression p(x,t) calcul de la pression intégrée le
long de la sténose

p(x,t)

"( t ) f (x)

Solide

(hypersimplifié modèle symétrique "à une masse"):
- deux ressorts symétriques sans atténuation
- la forme générale de la sténose est inchangée f(x), le paramétrage "(t)

permet de passer ensuite à la forme effective "(t)f(x)

d2 
dt2 "(t) + #02 "(t) = - Pd P("(t),

d 
dt "(t))

avec

P("(t),
d 
dt "(t))

l'intégrale de la pression instantanée sur la bosse

p(x,t)

"( t ) f (x)

p(x,t)

"( t ) f (x)

Problème couplé instationnaire à paroi mobile

interaction fluide structure

Si le flux est imposé on peut montrer que

P("(t),
d 
dt "(t)) ~ - $1 "(t)   %  $2  

d 
dt "(t)

Le régime est toujours explosif

Argument 1:

en effet, il faut alors passer par un modèle en double pont
(issu du "triple deck")

- si # est petit:

 p = -TF-1[(i &)-1/3 (-3 Ai'(0)) TF[yw]]  - TF-1[ - 9 Ai(0) Ai'(0)) (-i # TF[yw]) /(i &) ] + ...

  P("(t),
d 
dt "(t)) = -(2.035 ls4/3) "   - (0.504 ls2)

d 
dt "(t)

- si # est grand:

p = -TF-1[(-i # ) TF[yw]/(i &)]

   P("(t),
d 
dt "(t)) = - (0.609 ls2)

d 
dt "(t)

Argument 2:

idée simple menant au même résultat:
Rocard 1971

écoulement uniforme de fluide parfait entre deux plans

perturbé par une petite bosse " f:

u = 1 + u" + ...
h = 1 - " f + ...
p = 1 + p" + ...

substitution dans les équations d'Euler à nombre S petit:

! 
!x p" = - 

! 
!x (" f) - 2 S 

! 
!t(" f) + O(S2)

la pression est proportionnelle à la somme de la forme de la
bosse et de la dérivée temporelle de son intégrale spatiale.

Résolution numérique

* pour le fuide:

- équations reformulées dans un domaine fixe par
changement de variable

Y = 
y

h(x,t) (le domaine transverse est donc 0<Y<1) -

différences finies par avancée en x pour chaque t
- à paroi donnée on cherche la pression correcte

- soit le profil initial est donné, la chute de pression entre l'entrée et la
sortie ('p<0) est alors un résultat
- soit la chute de pression ('p<0) est imposée, la valeur du flux en
entrée est alors un résultat

* Méthode de Newmark pour le ressort

- deux étapes de prédiction et correction
- la pression (provenant du fluide) est un terme source du
système solide
- cette méthode est NON dissipative MAIS dispersive.

RNSP est plus rapide que NS complet mais conserve les
mécanismes principaux

RNSP est plus lent que les résolutions 1D (Bernoulli +
conservation du flux)
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Figure 7: Example of the oscillation of the wall of the mass/ spring system as

a function of time ( , , , , , ,

and ). For this example the critical value of the pressure drop is

, lower pressure drop lead to oscillations damped toward a steady a stable

stenosis while larger promote an increasing oscillation.
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CONCLUSION

Toujours amplification si le flux est imposé

Si on impose la valeur du saut de pression entre l'entrée et
la sortie: amplification ou atténuation.

Jusqu'à présent il était admis que seuls les modèles à deux
masses (4 masses en tout) pouvaient osciller.

Perspectives:
- meilleurs modèles de paroi élastique
- tenir compte de la fermeture...
- validation des modèles simples utilisés en synthèse de
parole.
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Un modèle mécanique simple de Glotte

 

h h H1 - hHtL fHxLL

u x
L

 

Fluide

(dans le cadre RNSP(x):
- la pression est constante dans chaque section
- le tuyau est long

y mesuré avec h et x mesuré avec h Re, S Strouhal):

! 
!xu +  

 ! 
!yv = 0, 

S
! 
!tu +u 

! 
!xu + v 

! 
!yu = - 

!p
!x  + 

!2 
!y2u    et    0 = - 

!p
!y .

Sur la paroi  u = 0,  v = S 
! 
!t("f)

symétrie en 0
! 
!yu = 0, v=0

résultat: la pression p(x,t) calcul de la pression intégrée le
long de la sténose

p(x,t)

"( t ) f (x)

Solide

(hypersimplifié modèle symétrique "à une masse"):
- deux ressorts symétriques sans atténuation
- la forme générale de la sténose est inchangée f(x), le paramétrage "(t)

permet de passer ensuite à la forme effective "(t)f(x)

d2 
dt2 "(t) + #02 "(t) = - Pd P("(t),

d 
dt "(t))

avec

P("(t),
d 
dt "(t))

l'intégrale de la pression instantanée sur la bosse

p(x,t)

"( t ) f (x)

p(x,t)

"( t ) f (x)

Problème couplé instationnaire à paroi mobile

interaction fluide structure

Si le flux est imposé on peut montrer que

P("(t),
d 
dt "(t)) ~ - $1 "(t)   %  $2  

d 
dt "(t)

Le régime est toujours explosif

Argument 1:

en effet, il faut alors passer par un modèle en double pont
(issu du "triple deck")

- si # est petit:

 p = -TF-1[(i &)-1/3 (-3 Ai'(0)) TF[yw]]  - TF-1[ - 9 Ai(0) Ai'(0)) (-i # TF[yw]) /(i &) ] + ...

  P("(t),
d 
dt "(t)) = -(2.035 ls4/3) "   - (0.504 ls2)

d 
dt "(t)

- si # est grand:

p = -TF-1[(-i # ) TF[yw]/(i &)]

   P("(t),
d 
dt "(t)) = - (0.609 ls2)

d 
dt "(t)

Argument 2:

idée simple menant au même résultat:
Rocard 1971

écoulement uniforme de fluide parfait entre deux plans

perturbé par une petite bosse " f:

u = 1 + u" + ...
h = 1 - " f + ...
p = 1 + p" + ...

substitution dans les équations d'Euler à nombre S petit:

! 
!x p" = - 

! 
!x (" f) - 2 S 

! 
!t(" f) + O(S2)

la pression est proportionnelle à la somme de la forme de la
bosse et de la dérivée temporelle de son intégrale spatiale.

Résolution numérique

* pour le fuide:

- équations reformulées dans un domaine fixe par
changement de variable

Y = 
y

h(x,t) (le domaine transverse est donc 0<Y<1) -

différences finies par avancée en x pour chaque t
- à paroi donnée on cherche la pression correcte

- soit le profil initial est donné, la chute de pression entre l'entrée et la
sortie ('p<0) est alors un résultat
- soit la chute de pression ('p<0) est imposée, la valeur du flux en
entrée est alors un résultat

* Méthode de Newmark pour le ressort

- deux étapes de prédiction et correction
- la pression (provenant du fluide) est un terme source du
système solide
- cette méthode est NON dissipative MAIS dispersive.

RNSP est plus rapide que NS complet mais conserve les
mécanismes principaux

RNSP est plus lent que les résolutions 1D (Bernoulli +
conservation du flux)
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is the solution of the linearised system
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Figure 7: Example of the oscillation of the wall of the mass/ spring system as

a function of time ( , , , , , ,

and ). For this example the critical value of the pressure drop is

, lower pressure drop lead to oscillations damped toward a steady a stable

stenosis while larger promote an increasing oscillation.
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CONCLUSION

Toujours amplification si le flux est imposé

Si on impose la valeur du saut de pression entre l'entrée et
la sortie: amplification ou atténuation.

Jusqu'à présent il était admis que seuls les modèles à deux
masses (4 masses en tout) pouvaient osciller.

Perspectives:
- meilleurs modèles de paroi élastique
- tenir compte de la fermeture...
- validation des modèles simples utilisés en synthèse de
parole.
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Un modèle mécanique simple de Glotte

 

h h H1 - hHtL fHxLL

u x
L

 

Fluide

(dans le cadre RNSP(x):
- la pression est constante dans chaque section
- le tuyau est long

y mesuré avec h et x mesuré avec h Re, S Strouhal):

! 
!xu +  

 ! 
!yv = 0, 

S
! 
!tu +u 

! 
!xu + v 

! 
!yu = - 

!p
!x  + 

!2 
!y2u    et    0 = - 

!p
!y .

Sur la paroi  u = 0,  v = S 
! 
!t("f)

symétrie en 0
! 
!yu = 0, v=0

résultat: la pression p(x,t) calcul de la pression intégrée le
long de la sténose

p(x,t)

"( t ) f (x)

Solide

(hypersimplifié modèle symétrique "à une masse"):
- deux ressorts symétriques sans atténuation
- la forme générale de la sténose est inchangée f(x), le paramétrage "(t)

permet de passer ensuite à la forme effective "(t)f(x)

d2 
dt2 "(t) + #02 "(t) = - Pd P("(t),

d 
dt "(t))

avec

P("(t),
d 
dt "(t))

l'intégrale de la pression instantanée sur la bosse

p(x,t)

"( t ) f (x)

p(x,t)

"( t ) f (x)

Problème couplé instationnaire à paroi mobile

interaction fluide structure

Si le flux est imposé on peut montrer que

P("(t),
d 
dt "(t)) ~ - $1 "(t)   %  $2  

d 
dt "(t)

Le régime est toujours explosif

Argument 1:

en effet, il faut alors passer par un modèle en double pont
(issu du "triple deck")

- si # est petit:

 p = -TF-1[(i &)-1/3 (-3 Ai'(0)) TF[yw]]  - TF-1[ - 9 Ai(0) Ai'(0)) (-i # TF[yw]) /(i &) ] + ...

  P("(t),
d 
dt "(t)) = -(2.035 ls4/3) "   - (0.504 ls2)

d 
dt "(t)

- si # est grand:

p = -TF-1[(-i # ) TF[yw]/(i &)]

   P("(t),
d 
dt "(t)) = - (0.609 ls2)

d 
dt "(t)

Argument 2:

idée simple menant au même résultat:
Rocard 1971

écoulement uniforme de fluide parfait entre deux plans

perturbé par une petite bosse " f:

u = 1 + u" + ...
h = 1 - " f + ...
p = 1 + p" + ...

substitution dans les équations d'Euler à nombre S petit:

! 
!x p" = - 

! 
!x (" f) - 2 S 

! 
!t(" f) + O(S2)

la pression est proportionnelle à la somme de la forme de la
bosse et de la dérivée temporelle de son intégrale spatiale.

Résolution numérique

* pour le fuide:

- équations reformulées dans un domaine fixe par
changement de variable

Y = 
y

h(x,t) (le domaine transverse est donc 0<Y<1) -

différences finies par avancée en x pour chaque t
- à paroi donnée on cherche la pression correcte

- soit le profil initial est donné, la chute de pression entre l'entrée et la
sortie ('p<0) est alors un résultat
- soit la chute de pression ('p<0) est imposée, la valeur du flux en
entrée est alors un résultat

* Méthode de Newmark pour le ressort

- deux étapes de prédiction et correction
- la pression (provenant du fluide) est un terme source du
système solide
- cette méthode est NON dissipative MAIS dispersive.

RNSP est plus rapide que NS complet mais conserve les
mécanismes principaux

RNSP est plus lent que les résolutions 1D (Bernoulli +
conservation du flux)
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Figure 7: Example of the oscillation of the wall of the mass/ spring system as

a function of time ( , , , , , ,

and ). For this example the critical value of the pressure drop is

, lower pressure drop lead to oscillations damped toward a steady a stable

stenosis while larger promote an increasing oscillation.
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CONCLUSION

Toujours amplification si le flux est imposé

Si on impose la valeur du saut de pression entre l'entrée et
la sortie: amplification ou atténuation.

Jusqu'à présent il était admis que seuls les modèles à deux
masses (4 masses en tout) pouvaient osciller.

Perspectives:
- meilleurs modèles de paroi élastique
- tenir compte de la fermeture...
- validation des modèles simples utilisés en synthèse de
parole.
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Un modèle mécanique simple de Glotte

 

h h H1 - hHtL fHxLL

u x
L

 

Fluide

(dans le cadre RNSP(x):
- la pression est constante dans chaque section
- le tuyau est long

y mesuré avec h et x mesuré avec h Re, S Strouhal):

! 
!xu +  

 ! 
!yv = 0, 

S
! 
!tu +u 

! 
!xu + v 

! 
!yu = - 

!p
!x  + 

!2 
!y2u    et    0 = - 

!p
!y .

Sur la paroi  u = 0,  v = S 
! 
!t("f)

symétrie en 0
! 
!yu = 0, v=0

résultat: la pression p(x,t) calcul de la pression intégrée le
long de la sténose

p(x,t)

"( t ) f (x)

Solide

(hypersimplifié modèle symétrique "à une masse"):
- deux ressorts symétriques sans atténuation
- la forme générale de la sténose est inchangée f(x), le paramétrage "(t)

permet de passer ensuite à la forme effective "(t)f(x)

d2 
dt2 "(t) + #02 "(t) = - Pd P("(t),

d 
dt "(t))

avec

P("(t),
d 
dt "(t))

l'intégrale de la pression instantanée sur la bosse

p(x,t)

"( t ) f (x)

p(x,t)

"( t ) f (x)

Problème couplé instationnaire à paroi mobile

interaction fluide structure

Si le flux est imposé on peut montrer que

P("(t),
d 
dt "(t)) ~ - $1 "(t)   %  $2  

d 
dt "(t)

Le régime est toujours explosif

Argument 1:

en effet, il faut alors passer par un modèle en double pont
(issu du "triple deck")

- si # est petit:

 p = -TF-1[(i &)-1/3 (-3 Ai'(0)) TF[yw]]  - TF-1[ - 9 Ai(0) Ai'(0)) (-i # TF[yw]) /(i &) ] + ...

  P("(t),
d 
dt "(t)) = -(2.035 ls4/3) "   - (0.504 ls2)

d 
dt "(t)

- si # est grand:

p = -TF-1[(-i # ) TF[yw]/(i &)]

   P("(t),
d 
dt "(t)) = - (0.609 ls2)

d 
dt "(t)

Argument 2:

idée simple menant au même résultat:
Rocard 1971

écoulement uniforme de fluide parfait entre deux plans

perturbé par une petite bosse " f:

u = 1 + u" + ...
h = 1 - " f + ...
p = 1 + p" + ...

substitution dans les équations d'Euler à nombre S petit:

! 
!x p" = - 

! 
!x (" f) - 2 S 

! 
!t(" f) + O(S2)

la pression est proportionnelle à la somme de la forme de la
bosse et de la dérivée temporelle de son intégrale spatiale.

Résolution numérique

* pour le fuide:

- équations reformulées dans un domaine fixe par
changement de variable

Y = 
y

h(x,t) (le domaine transverse est donc 0<Y<1) -

différences finies par avancée en x pour chaque t
- à paroi donnée on cherche la pression correcte

- soit le profil initial est donné, la chute de pression entre l'entrée et la
sortie ('p<0) est alors un résultat
- soit la chute de pression ('p<0) est imposée, la valeur du flux en
entrée est alors un résultat

* Méthode de Newmark pour le ressort

- deux étapes de prédiction et correction
- la pression (provenant du fluide) est un terme source du
système solide
- cette méthode est NON dissipative MAIS dispersive.

RNSP est plus rapide que NS complet mais conserve les
mécanismes principaux

RNSP est plus lent que les résolutions 1D (Bernoulli +
conservation du flux)
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Figure 7: Example of the oscillation of the wall of the mass/ spring system as

a function of time ( , , , , , ,

and ). For this example the critical value of the pressure drop is

, lower pressure drop lead to oscillations damped toward a steady a stable

stenosis while larger promote an increasing oscillation.
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CONCLUSION

Toujours amplification si le flux est imposé

Si on impose la valeur du saut de pression entre l'entrée et
la sortie: amplification ou atténuation.

Jusqu'à présent il était admis que seuls les modèles à deux
masses (4 masses en tout) pouvaient osciller.

Perspectives:
- meilleurs modèles de paroi élastique
- tenir compte de la fermeture...
- validation des modèles simples utilisés en synthèse de
parole.
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écoulement dans les artères

  

Exemple 7



  



Application 1/3: Ecoulement dans une artère élastique

Adimensionnement:

Divergence de la vitessse: U0
λ ∼

(δR/T )
R0

Conservation de qt. mvt.: ρU0
T ∼ kδR

λ donc λ = T
√

((kR0)/ρ)

Non linéarité (U2
0

λ )/(U0
T ) = δR

R0

Viscosité: (µU0
R2

0
)/(ρU0

T ) = ν T
R2

0







vn+1(Rn) =−
Z Rn

0

r
Rn

∂un+1

∂x
dr

un+1−un

∆t
+NL(un) =−∂pn

ρ∂x
+ν ∂

r∂r
r
∂un+1

∂r

couplage faible



vn+1(Rn) =−
Z Rn

0

r
Rn

∂un+1

∂x
dr

Rn+1 = Rn + vn+1(Rn)∆t

un+1−un

∆t
+NL(un) =−∂pn

ρ∂x
+ν ∂

r∂r
r
∂un+1

∂r

couplage faible



couplage faible

vn+1(Rn) =−
Z Rn

0

r
Rn

∂un+1

∂x
dr

Rn+1 = Rn + vn+1(Rn)∆t pn+1 = k(Rn+1−R0)

un+1−un

∆t
+NL(un) =−∂pn

ρ∂x
+ν ∂

r∂r
r
∂un+1

∂r



Ecoulement dans une artère élastique: relations intégrales

- relations intégrales: adaptées des relations de Von Kármán

L’idée consiste à intégrer transversalement les équation (par rapport à la variable réduite
η = r/R) du centre du tuyau à la paroi (0 ≤ η ≤ 1).

- U0, la vitesse le long de l’axe,

- q une sorte de perte de flux de masse (δ1),

- Γ une sorte de perte de flux de quantité de mouvement (δ2):

U0(x, t) = u(x, η = 0, t), q = R2(U0 − 2
∫ 1

0
uηdη) & Γ = R2(U2

0 − 2
∫ 1

0
u2ηdη).
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Ecoulement dans une artère élastique: relations intégrales

En intégrant l’équation de la masse:

∂R2

∂t
+ ε2

∂

∂x
(R2U0 − q) = 0, R = 1 + ε2h.

En intégrant l’équation de quantité de mouvement, grâce aux conditions aux limites:

∂q

∂t
+ ε2(

∂

∂x
Γ− U0

∂

∂x
q) = −2

2π

α2
τ, τ = (

∂u

∂η
)|η=1 − (

∂2u

∂η2
)|η=0.

De la même équation évaluée sur l’axe de symétrie (en η = 0), on obtient une équation
pour la vitesse le long de l’axe U0(x, t):

∂U0

∂t
+ ε2U0

∂U0

∂x
= −∂p

∂x
+ 2

2π

α2

τ0

R2
, τ0 = (

∂2u

∂η2
)|η=0.

Conditions aux limites: donnée de (h(xin, t) and h(xout, t)).



Fermeture

Les deux équations précédentes introduisent la valeur du frottement en η = 0, sur
l’axe: ((∂2u

∂η2)|η=0) le frottement en η = 1, sur la paroi: ((∂u
∂η)|η=1).

- de l’information a été perdue, nous avons besoin d’une relation de fermeture entre
(Γ, τ, τ0) et (q, R, U0).

- on doit imaginer des profils de vitesse et en déduire des relations liant Γ, τ etτ0 et
q, U0 et R.



Fermeture: Womersley

• L’idée la plus simple consiste à utiliser les profils de la solution linéarisée donnée par
Womersley (1955):

(jr + iji) =




1− J0(i

3/2αη)

J0(i3/2α)

1− 1
J0(i3/2α)



 .

• On suppose alors que la distribution de vitesse a la même dépendance en η. Cela
veut dire que l’on suppose que le mode fondamental impose la structure radiale de
l’écoulement.

Exemples profils animés :
α = 3.2
α = 10



Les coefficients de fermeture
- par intégration/ dérivation, on trouve:

Γ = γqq
q2

R2
+ γquqU0 + γuuR2U2

0 , τ = τq
q

R2
+ τuU0 τ0 = τ0q

q

R2
+ τ0uU0.

Les coefficients ((γqq, γqu, γuu), (τq, τu), (τ0q, τ0u)) ne dépendent que de α.
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Les coefficients ((γqq, γqu, γuu), (τq, τu), (τ0q, τ0u)) ne dépendent que de α.

γuu = 1−
∫

j2
i /(

∫
ji)

2 − (2
∫

jrji)/
∫

ji −
∫

j2
r +

+(2
∫

j2
i

∫
jr)/(

∫
ji)

2 + (2
∫

jijr

∫
jr)/

∫
ji −

−(
∫

j2
i (

∫
jr)

2)/(
∫

ji),

τ0u = ∂2
ηjrη=0 + ∂2

ηjiη=0/

∫
ji − (∂2

ηjiη=0

∫
jr)/

∫
ji.
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Figure 1: Le déplacement de la paroi au temps t = 2.5 (h(x, t = 2.5)) en fonction de x
est tracé. Le tiré (wom3(x,2.5)) est la solution de Womersley de référence, le trait plein
est le résultat de code de couche mince RNSP et les points (intg) sont le résultat de la
solution intégrale (α = 3, k1 = 1, k2 = 0 and ε2 = 0.2).



Méthode inverse

En utilisant les équations RNSP comme données synthétiques on cherche à retrouver
les paramètres par une méthode inverse (rétropropagation...)

Minimisation entre la ”mesure” et le calcul 1D en un point.



Méthode inverse
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Méthode inverse

En utilisant les équations RNSP comme données synthétiques on cherche à retrouver
les paramètres par une méthode inverse (rétropropagation...)

Minimisation entre la ”mesure” et le calcul 1D en un point.

mise en oeuvre d’une méthode non invasive



Méthode inverse

Exemple de résolution: historique des itérations pour retrouver la valeur visée k = 1.







  



Conclusion
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Conclusion
• partant de Navier Stokes

• système plus simple d’équations: RNSP

• système plus simple d’équations Intégrales

• bon agrément avec Navier Stokes complet

• “explique” les caractéristiques du flot

• conditions aux limites pour NS complet

• vers des simulations temps réel
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• Utiliser Acrobat Reader 7.05 pour voir les animations

• version à jour ici.

www.lmm.jussieu.fr/~lagree/TEXTES/SEMIN/grenoble160206.html








