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® simplification des equations de Navier Stokes
® grace aux theories asymptotiques de:
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Partant de Navier Stokes l

® on simplifie NS en un sous syteme

- qui contient les échelles

- et les phenomenes principaux
En simplifiant encore plus: systeme integral
Comparaisons NS/RNSP/Integral
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Equations

® simplifiees

® deduites d’ordres de grandeur




R << A







o, 9 9
o o Vor
v a0
o ox " Vor

NS

82

82




Bularv_
ox  ror
u, 9 0
o o Vor
v a0
o ox " Vor

NS

82

82




Reduced N S

oy | aW:O % R << A

ox ror
a_u+ala_aplv§§ L0 du
o ox ar pox a2 ror or

Jdv 0 0 op 'V§(2 'Va ov
| . rarrar



ap 'V% Va du
| “ rar or

'V§(2 'Va oV
| X2V| rarrar



ou

dv

0 au

2
St v

rar or

0 0Ov

ot

2
| Vé%:v
22

I Vrarrar



RNS/P

Ju o :zi) R
“LTY o R<< A V~Uy=

A

ou | B "Véit N d Jdu
o ox ar pox a2 ror or

Xrros =L oo v
P o o por 2V ar or







op 0 au
pax Vor or
ap




or

)
OL:R\/:
V

- 0p .IV 0 du
4 PoxX ror or
-

por

2
| /(VWWomersley)



RNS/P

Prandtl



Conditions aux limites

Paroi Rigide: u=v =20
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Conditions aux limites

Profil initial donne:




Conditions aux limites

Profil initial donne:

procédure de marche

)

la distribution de pression est un resultat



Conditions aux limites

—AP

ou a chute de pression donnée
par une iteration de Newton sur le flux d’entree



Resolution Numerique

differences finies,
implicite en temps




a pgiven

0 oJu’

ox

| rarr or



a pgiven

Ia ou*

ox

| rarr or



apgiven | a Bu*
ox rarr or

R %

rv'(R) = — ou

r
0 OX

dr



a pgiven | a Bu*
ox rarr or
R %

rv(R) = — rau
0 Ox

dr

JdR
or
0?



Newton sur la pression pour trouver la condition a la limite
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la Pression est un resultat du calcul
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Resolution Integrale

- systeme integral (1D) est inclus dans RNSP

- on calcule des profils plus réalistes
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Resolution Integrale
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Reésolution Integrale equations |D
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Reésolution Integrale equations |D
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Reésolution Integrale equations |D

besoin d’un profil



Reésolution Integrale equations |D

Les equations | D “habituelles” sont
une simplification de RNSP
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Dans un ecoulement instationnaire, il est naturel de
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les profils de Womersley sont solution de RNSP
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Choix d’une famille de profils simples

Dans un écoulement stationnaire, il est naturel de
prendre les profils de Falkner Skan
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Resolution Integrale

Resolution numérique:
differences finies
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Interactive Boundary Layer/ Couche limite interactive
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Interactive Boundary Layer/ Couche limite interactive
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Interactive Boundary Layer/ Couche limite interactive
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Interactive Boundary Layer/ Couche limite interactive
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Interactive Boundary Layer/ Couche limite interactive
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Interactive Boundary Layer/ Couche limite interactive

region de fluide parfait
profil plat perturbé par
'epaisseur de couche limite




Interactive Boundary Layer/ Couche limite interactive
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Resolution Integrale
equations stationnaires




Interactive Boundary Layer/ Couche limite interactive

IBL est inclus dans RNSP
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on retrouve les equations MAIS a des echelles differentes
ET avec des conditions limites differentes

.




RNSP contient les equations | D habituelles
RNSP contient les profils de Womersley

RNSP contient la couche limite interactive(IBL)
RNSP contient la double/triple couche

RNSP contient les equations de jet




Comparaisons




Comparaisons ,
Integral/ 1D

Navier Stokes complet

Castem/ FreeFEM



Comparaisons ,
Integral/ 1D

RNSP
Navier Stokes complet

Castem/ FreeFEM



Exemple |

® Ecoulement dans les vaisseaux stenoses

® stationnaire, paroi rigide















RNSP Scales

En utilisant:

*=xRoRe, v* =rRy, v = Uyu, v* = Yo, t* = tg—gRe,

Re

U
p* = p§+ poUgp and 7 = &0

le systeme suivant d'équations différentielles est obtenu a partir de Navier Stokes,
lorsque Re — o0:



RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System
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RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System

3u + ﬂrv = 0
dr  ror -
9, 9, ~ 0Op 0, 0
(u%u i ”Ew ~ o r(‘?r(T@’ru)’
0o — 9
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RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System

0 0

%’UJ —|— @T’U — O,
1, 0, B op 0, 0
(u%u i ”Ew ~ o r(‘?r(T@’ru)’
dp
0 = —5

+ Les conditions aux limites.
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RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System

gu + ﬂrv = 0
dr  ror -
9, 9, ~ 0Op 0, 0
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- symétrie axiale (O,u =0 et v =0en r =0),
- adhérence a la paroi (u=v=0enr=1— f(x)),

- profils d'entrée (u(0,7) et v(0,7)) donnés

*
T

- pas de condition de sortie en Zour = 24

- streamwise marching (résolution en suivant I'écoulement)
méme lorsqu’il y a séparation .
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RNSP: Reduced Navier Stokes/ Prandtl System

gu + irv = 0
dr  ror -
9, 9, ~ 0Op 0, 0
(u%u i ”Ew ~ o r(‘?r(T@ru)’
dp
0 = .

Probleme parabolique- Marching Problem

- symétrie axiale (O,u =0 et ¥™= 0 en r = 0),
- adhérence a la paroi (u=v=0enr=1— f(x)),

- profils d'entrée (u(0,7) et v(0,7)) donnés

*

- pas de condition de sortie en Zour = 24

- streamwise marching (résolution en suivant I'écoulement)
méme lorsqu’il y a séparation .






Evolution du profil de vitesse le long du convergent dans une sténose a 70%
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Up =31.8cm/s, Re=212



Frottement pariétal — Wall Shear Stress
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Boundary Layer/ Perfect Fluid

ﬁ

/ 5 —h—

La Couche Limite est générée pres de la paroi
01 I'épaisseur de déplacement.
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01 |'épaisseur de déplacement se comporte comme une nouvelle paroi!!!!
— Interacting Boundary Layer (IBL) [Couche limite Interactive]



RNSP/ IBL

Apres adimensionnement:

r=R(Z) — (A Re)™ Y2y, u=1u, v=(\NRe)'?v et x —x, = (\/Re)T , p = P, ol
xp est la position de la sténose, les équations RNSP(x) donnent le probleme final IBL
(interacting Boundary Layer):

ou_ 00 _

or On
@0t 508y _ y die | 0 0u
Yoz TV’ T Y4z T onon

avec: 4(%,0) =0, 9(Z,0) = 0 a(F,00) = u, ot 61 = [, (1 — 2-)dn, et

1
YT (R2=2((\Re) 172)5y)




IBL intégral: équation 1D

d &, -  2du.  f.H
%(E)_(Sl( +H) A7 +51ae’
1

° (R?2—-2(\/Re)~1/26;)

Pour résoudre ce probléeme une relation de fermeture liant H et fo a la vitesse et a
|"épaisseur de déplacement doit étre trouvée:

On définit Ay = 079,
le systeme est fermé par la résolution des profils de Falkner Skan:
si A1 < 0.6 alors H = 2.5905exp(—0.37098A1), sinon H = 2.074.

De H, f, est calculé par fo = 1.05(—H 1 + 4H~2).
exemples de profils




IBL intégral: Equation ¢ le frottement (Shear Stress)
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IBL intégral: Equation ¢ le frottement (Shear Stress)

- variation de la vitesse (conservation du flux) Up — Up/(1 — v — 67)?

71 7 . . . . ~ A _ )\UO _ ReA
- accélération: couche limite 01 ~~ N avec Rey = A—a)% — (1—-a)?




IBL intégral: Equation ¢ le frottement (Shear Stress)

- variation de la vitesse (conservation du flux) Up — Up/(1 — v — 67)?
- accélération: couche limite §; ~ —2—, avec Rey = ’\U02 = fed
V/ Rex (1-e)?v — (1-a)

- WSS = (variation de vitesse)/(épaisseur de couche limite)



IBL intégral: Equation ¢ le frottement (Shear Stress)

- variation de la vitesse (conservation du flux) Up — Up/(1 — v — 67)?

A
ReA'

AUp _ Re)
(1—a)2v ~ (1—a)?

- accélération: couche limite 97 ~ avec Re) =

_ (Re/N)'/?

- WSS = (variation de vitesse)/(épaisseur de couche limite) 1—a)3
—




IBL intégral: Equation ¢ le frottement (Shear Stress)

- variation de la vitesse (conservation du flux) Up — Up/(1 — v — 67)?

- accélération: couche limite §; ~ 2%, avec Re) = (1ig§% = (113601\)2
L . . . (Re/N\)1/?
- WSS = (variation de vitesse) /(épaisseur de couche limite) — Toap
—

Une formule simple peut €tre déduite:

u* 0 e 1/2
[WSS( oy AU (/) +3)j

Poy-'\\WW R (1— )3

Le nombre de Reynolds pertinent n'est plus Re = UyRy/v mais Re) et (Re/\)'/? est
I'inverse de |'épaisseur relative de couche limite



IBL intégral: Comparaison avec Navier Stokes (Siegel et al. 1994)

[WSS — aRel/? + b)

Coefficient a et b du maximum de WSS.
lignes avec triangle A\ et "carré” : coefficient a et b
obtenus en utilisant la méthode IBL;

¢ 1 coefficient a obtenu par Siegel pour A = 3 ;
X : coefficient a obtenu par Siegel pour A = 6 ;
(O : coefficient b obtenu par Siegel pour A = 3 ;
+ : coefficient b obtenu par Siegel pour A = 6.



















Exemple 2

® ecoulement dans un tuyau

® stationnaire, parois rigides
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® ccoulement dans un tuyau sténose

® stationnaire, parois rigides
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"distribution” de pression quasi invariante:
K. = P./P,, a peu pres constant K, ~ 0.82
K, = P,/P,, a peu pres constant K, ~ 0.97
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Exemple 3

® ccoulement dans un tuyau sténose
® stationnaire, parois rigides

® cas non symetrique



cas non symetrique

e RNSP

® methode integrale modifiee pour tenir compte de la
variation transverse de pression

e NS



cas non symetrique

e RNSP

® methode integrale modifiee pour tenir compte de la
variation transverse de pression

e NS
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pression RNSP et NS sur les deux parois
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® | egere dissymetrie
® decomposition Fluide Parfait/Couche limite

e Utilisation d’'une méthode integrale



Epaisgeur de\deplacement de la
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Utilisation d’'une méthode integrale
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Utilisation d’'une méthode integrale

e + 61h




Utilisation d’'une méthode integrale
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Relation de couplage

® Fluide parfait flux corrigeé:

Uo(1 — (fi+87) = (fp+87)) = 1



variation de pression au travers de la section

((f, 481 = (f+7)°)
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Exemple 4

® cecoulement dans un tuyau sténosé/anévrisme

® instationnaire, parois rigides
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Exemple 4
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® ccoulement dans un tuyau dilate

® instationnaire, parois rigides
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cas stationnaire

« vitesse NS le long de I'axe
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Jusqu’a maintenant la paroi était rigide




utilisons un modele élastique simple




utilisons un modele élastique simple



















Exemple 5

® Ecoulement dans un tuyau collable

® |nstationnaire, paroi élastique, pas d’inertie
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Exemple 6

® Ecoulement avec paroi elastique avec masse
(glotte?)


















meéthode de Newmark pour le ressort:
prediction/ correction
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meéthode de Newmark pour le ressort:
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meéthode de Newmark pour le ressort:
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Exemple 7/

ecoulement dans les arteres






_____-——--"'__ i T T
i o SN
____________ -_ F_”
—_— S
' : SR/T
Divergence de la vitessse: Ug ., OR/T)
) Ro

Conservation de gt. mvt.: p=2 ~ k% donc A = T'\/((kRy)/p)

U2
Non linéarité (TO)/(%) _ OR
Viscosité: (u %)/(p%) — L
O



5R ‘
4 N
J i wrxmn
R — e —-

L ! : H
_I:_I_‘_I_I-I_I_'_"‘-I-._._l_l_l_ _._._._._._._._,_.--

3 )
- — v =0,
O et ﬂ‘]?ﬂ

du ) J dp 27 d , 0

S X o | — —_— . {‘] —

At + ‘E(Hf‘]r u Ar u) A + a2 ror Y Ar u),

o 27 /T
£2 = 745 a = Iy }/
R,{] L’

~dp
S or



5E ’
—
R, _—
J i 1‘ wrxmn
4 4+ - — — — - - - - - - I

W; : !
_I:_I_‘_I_I-I_I_'_"‘-I-._._l_l_l_ _._._._._._._._,_.--
) )
-~ — v =0,
O et ﬂ‘]?’ﬂ
du o) 9, dp 2w o 0 f}p
- | J— —_— ' ﬂ — .
It e 2(”6‘1 v or u) o - alror Y Or u), or
oR 2w /T
£2 = _lj a = Iy W)/
H,{] L

élasticité de la paroi: p(x.t) = k(R(x,t) — Ry)

+ Conditions aux limites: ici hyperboliques( R(x;,,,t) and R(x .., 1)) données.



couplage faible
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couplage faible
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Ecoulement dans une artere élastique: relations intégrales

- relations intégrales: adaptées des relations de Von Karman

L'idée consiste a intégrer transversalement les équation (par rapport a la variable réduite
n =r/R) du centre du tuyau a la paroi (0 <n <1).



Ecoulement dans une artere élastique: relations intégrales

- relations intégrales: adaptées des relations de Von Karman

L'idée consiste a intégrer transversalement les équation (par rapport a la variable réduite
n =r/R) du centre du tuyau a la paroi (0 <n <1).

- Uy, la vitesse le long de |'axe,
- q une sorte de perte de flux de masse (61),

- I' une sorte de perte de flux de quantité de mouvement (45):

1 1
Uo(z,t) = u(x,n =0,t), q=R*Uy— 2/ undn) & T = R*(UZ — 2/ u’ndn).
0 0



Ecoulement dans une artere élastique: relations intégrales

En intégrant I'équation de la masse:

a_R2_|_5 i(
ot > Or

En intégrant I'équation de quantité de mouvement, grace aux conditions aux limites:

R*Uy—q) =0, R=1+esh.

Jq 0 0 27 ou 0%

5 + &5 o U 8xq> 3T T (an)ln_1 (8772)|"_0

De la méme équation évaluée sur I'axe de symétrie (en 7 = 0), on obtient une équation
pour la vitesse le long de I'axe Uy(z,t):

oU, oU, op 27 To 0%u
[ __ 2 _ e
ot "0 or  «a?R? "0 (3772)|n_0

Conditions aux limites: donnée de (h(x;n,t) and h(xout,t)).



Fermeture

Les deux équations précédentes introduisent la valeur du frottement en n = 0, sur
2 .
"axe: ((g—?ﬁﬂn:o) le frottement en n = 1, sur la paroi: ((3—";)!77:1)-

- de I'information a été perdue, nous avons besoin d'une relation de fermeture entre
(Fa T, TO) et (Q7 Ra UO)

- on doit imaginer des profils de vitesse et en déduire des relations liant I', 7 ety et
q, Uy et R.



¥

Fermeture: Womersley

e L'idée la plus simple consiste a utiliser les profils de la solution linéarisée donnée par
Womersley (1955):

1 — JO(Z':ZZO"U)

. .. Jo(2°/“«
(]7“ + @Ji) — 1 — ol 1 )
Jo(i3/2a)

e On suppose alors que la distribution de vitesse a la méme dépendance en 1. Cela
veut dire que l'on suppose que le mode fondamental impose la structure radiale de
I'écoulement.



Les coefficients de fermeture
- par intégration/ dérivation, on trouve:

2
q q
I = qu% + YuqUo + Y R2US, T = Topg + 7lo 7o = Togpz + Toulo.

Les coefficients ((Vqqs You, Yuu)s (Tgs Tw)s (Tog, Tow)) Ne dépendent que de a.



Les coefficients de fermeture
- par intégration/ dérivation, on trouve:

2
q q
I = qu% + YuqUo + Y R2US, T = Topg + 7lo 7o = Togpz + Toulo.

Les coefficients ((Vqqs You, Yuu)s (Tgs Tw)s (Tog, Tow)) Ne dépendent que de a.

You = 1—/1?/(/@-)2—(2/jrji>//ji—/j3+
v [ o [aree [ i) [i-
([ 2,

o = 0o+ Bino / s — (0jins / i)/ / Ji
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wom3(x,2.5) ----- i
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h(x,t=2.5)

-0.2

-0.3
0.4 0.6 0.8 1

Le déplacement de la paroi au temps t = 2.5 (h(x,t = 2.5)) en fonction de z
est tracé. Le tiré (wom3(x,2.5)) est la solution de Womersley de référence, le trait plein
est le résultat de code de couche mince RNSP et les points (intg) sont le résultat de la

solution intégrale (. =3, k1 =1, k; = 0 and g5 = 0.2).



Méthode inverse

En utilisant les équations RNSP comme données synthétiques on cherche a retrouver
les paramétres par une méthode inverse (rétropropagation...)
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Méthode inverse

En utilisant les équations RNSP comme données synthétiques on cherche a retrouver
les paramétres par une méthode inverse (rétropropagation...)

mise en oeuvre d’'une methode non invasive

Reality Model

physical parameters numerical parameters

Minimisation entre la "mesure” et le calcul 1D en un point.
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Exemple de résolution: historique des itérations pour retrouver la valeur visée k£ = 1.












Conclusion

® partant de Navier Stokes

® systeme p
® systeme p
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bon agrement avec Navier Stokes complet



Conclusion

partant de Navier Stokes

systeme p

systeme p

us simp

us simp

€ C

S e

‘equations: RNSP

‘equations Intégrales

bon agrement avec Navier Stokes complet

“explique” les caracteristiques du flot

conditions aux limites pour NS complet

vers des simulations temps reel
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e Utiliser Acrobat Reader 7.05 pour voir les animations

® version a jour ici.


www.lmm.jussieu.fr/~lagree/TEXTES/SEMIN/grenoble160206.html








