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TRIPLE COUCHE // DOUBLE COUCHE DANSUN ECOULEMENT DE POISEUILLE

application a la marche descendante a Re = ¥
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Contournement d'un coin
dans un écoulement de Poiseuille

Effet d'entrée.
cf Schlichting. Il sagit d'estimer lalongueur de I'effet d'entrée.
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- soit on dit que I'on cherche lalongueur L telle que la vitesse varie encore en x, la variation en y finissant par étre en H, d'ou:

uﬂ—u -1 (n ﬂ—u), donne U/L ~ n/H2
ix Ty Ty

- ou on dit que les deux couches limites d'épaisseur d=L/Q(UL/n) se rejoignent: 2d=H, d'oli on obtient I'ordre de grandeur de la longueur
dentrée:
L= Hqﬁ)
n

Lorsque I'on étudie I'écoulement a une distance supérieure a1 dans ces unités, |'écoulement est celui de Poiseuille.
L 'écoulement de base est bien Poiseuille.
u" = Ugy /H(1-y*/H)
Avec pour lapression:
p" =po-2 rUg2 R'1(x*/H) & R=UgH/n
Nous allons maintenant perturber cet écoulement avec une petite bosse de grande longuevr.



Ordres de grandeur

puisque I'on est prés de la paroi (cette région est nommée "Pont Inférieur”, Lower Deck) la vitesse amont qui est celle avant |'accident est donc
danslapartie

> >

linéaire du profil de Blasius,

u ~ dg/d.
L e but de cette description est d'autoriser des courants de retour, donc les variations de vitesses sont du méme ordre que la vitesse de départ:

Du~u
L'équilibre diffusif/ convectif doit étre respecté pour assurer |'adhérence ala paroi:
2
M SR
x Ty2

Ce qui sécrit avec les ordres de grandeur précédents et compte tenu du fait que I'accident se produit sur une échelle rapide x3,
DuDu/x3~Du/(d3/d)2.
Cette expression fournit |'ordre de grandeur de I'échelle rapide en fonction du rapport des couches:
x3~(dz/d)3=e3.
On constate facilement ensuite que la pression est en €2,



Equations
On se place toujours a la distance eH de la paroi (y* = Hey) dans la mince couche limite prés de la paroi (e<<1), on a apriori u =y. (cf ci

dessus) Attention, lalongueur de variation longitudinale n'est peut étre pas"1" mais une échelle x3 inconnue pour I'instant. On se demande si on
peut trouver une structure localisée petite (d'échelle x3)...

Les équations de Navier Stokes deviennent en prenant:
X" = x3 Hx (originex=0), y* =Hey, u* =eUgu, v =e2/x3Ug Vv,
r*=ror, m=mm p" =pg-2Dp x"/H+ p(X,y) € r gUg2
La chute de pression de base est Dp=myUg/H=r gUg?/R avec le nombre de Reynolds construit sur le diamétre et la vitesse R=UgH/ng. po est la
pression atmosphérique, on avu que Dp/p<<1.
Lamoindre dégénérescence, c'est a dire garder les termes:

uﬂ—u ~ ﬂ—(n ﬂ—u)et uﬂ—u ~V ﬂ—u

x Ty fy fix fly
nous donne e3R=x3 ot R=UgH/ng. On voit facilement que |'on obtient:

Lu+ lv:O; (uiu+vlu) :-ﬂ)+ l( lu),
ix Ty fix Ty x Ty Ty
et
)l
“p=0
ﬂyp

Ce sont encore les équations de Prandtl, mais avec de nouvelles échelles, et nous allonsle voir, avec de nouvelles conditions aux limites.



Au centre

equations

Prés de la paroi, dans la couche d'épaisseur g, la vitesse est ene, et la pression en 2. On regarde comment évoluent ces quantités loin de |a paroi
dans le coeur de I'écoulement, c'est adire al'échelle transversale H.
Loin delaparoi: pont principal X" =x x3H et y*=Hy:
u=Up(y)+eur+...; v=elxg vi+...; p =e2pp
avec le profil de Poiseville Up(y)= y*/H(1-y"/H) = y(1-y),
EXUl + TWVFO : (Up:gxul +V1 ijp) =0 et Tp/My=0

Ces équations sont vraies pour &/X3/xa/e2<<1 (pour ne pas avoir de gradient de pression transverse celaimpose e>>R-2/7, donc x3>>RY7, il n'y
apas de gradient transverse a cet ordre le raccord des pressions est bien p1=p, la pression varie si on a un gradient imposé de base), elles ont
pour solution:

U=Up(H)+eA()U'p() et v =-eA'(x) Up(®).
eny->0 on a Up(y)+eup -> y+eA(x)
Ce comportement prés de la paroi va nous donner la condition al'infini pour la couche de paroi (pont inférieur) on retrouve le raccord y=ye:

y->¥ | U->Yy+A

Cette équation est la condition pour la couche inférieure. Lafonction A est inconnue pour l'instant.



Interprétation physique de -A:
On voit en passant alafonction de courant que:

y (x.y)=y o(x,y)+eATly o(x.y)/ly
on en déduit quey (x,y)=y o(x,y+eA). On dit les lignes de courant sont déplacées de -Ae.



Attention pour la pression subtilité
Larelation pression déplacement dépend de l'échelle
*) xg>>R17,
1
0=-—m
iy

Il n'y a pas de gradient de pression transverse.La pression est laméme en haut en bas et au milieu. Le déplacement se transmet.

*) s x3=RY7, e=R-27,
1 1
Up —vi=- —p1 =>
pﬂx 1 ﬂypl
ce qui donne

1
pa(x.y=en haut)-py(x,y=en bas)= 35 A

Il'y aun saut de pression entre le haut et |e bas.

*) s 1<x3<<RY7, Upﬂ v1=0. Il n'y a pas de v1 donc pas de déplacement.
X

A=0 au premier ordre, les pressions sont |les mémes en haut et en bas (A"=0 dégéenéré)

*) s x3=1
)l 1 1 d 1 1 1
it —vi=0; (Up_—ur+vi—_Up)=- —pretUp —vi=- _—p;
X Ty P X dy P X P X Ty
on trouve aors une éguation pour v, arésoudre:
12 2 2
Up7V1+Up7V1' UpV_’]_:0



u=Ug+eu u=Ug+eA

1/7

1 n
p2-p1=0 P2-p1= 35 A p2-p1=0

*) il existe une région Navier Stokes: pour e=R-1/2,

estimer son échelle=> toujours une petite remontée de I'information on ne peut pas paraboliser les équations...) a cette échelle, pres de la parai, il
faut prendre tous les termes u=v=e, x=y=e.



En haut
Ce déplacement -A des lignes de courant est transmis au travers du coeur de I'écoulement.

7 —— T

(dessin faux)

En effet, on aprés de laparoi supérieure I'expression de la vitesse dans le coeur de |'écoulement.
U=Up(5)+€A (X)U'p(3)
orici, y=1-ez (en z=0 on est sur laparoi du haut, quand z->¥ , on vavers le bas en sSéloignant et on est en y->1.
u=Up(y)+eA(x)U'p(y) devient: u = ez + eA(x)(-1).
pression de mémep =p
Presdelaparoi du haut, il faut résoudre (d'ailleursr =1 et m=1 car on ne chauffe pas en haut):

ﬂ—u+ﬂ—v:0; (uﬂ—u+vﬂ—u):-ﬂ)+ﬂ—(ﬂ—u), —p=0.
ix 9z i |4 x 9z Yz
u=v=0enz=0etu->z- A(X) pour z->¥ .

La couche du haut et la couche du bas sont couplées viale déplacement des lignes de courant dans la couche intermédiaire.



Transformation de Prandtl

En faisant la transformation de Prandtl (I'idée de la transformation est d'applatir la bosse pour se ramener a un probleme plan!), en posant
y=y-f(x) et s on garde X=x;
Tx = 199 - TEMx Ty ;
Ty =0+ 1y;

La continuité devient: Tu/x + (v - Tf/9x u) /fy = O.
et ladérivée totale de u devient (la conservation de gt de mvt en x ):

ul~ u+ (v uff/ix) 1~ u
Tx Ty
donc si on pose::
v=v-u ﬂ—f
Ix

on voit que les équations dynamiques sont invariantes par cette transformation, mais, u->y+A setransformeen y + f(x) +A(X).



Si x3>>RY7, jon aaors deux systémes d'équations (en bas avec Yy, en haut avec z) qui sont exactement les mémes (la pression étant laméme)

paroi du haut
u=v=0enz=0etu->z - g(x) - A(X) pour z->¥ . ce qui donne pnaut

paroi du bas
u=v=0eny=0etu->y +f(x)+ A(X) pour y->¥ . ce qui donne ppas

dont les limites sont différentes
COMME Ppas = Phaut dlOrs A =- % (f+9).

probleme unique
u=v=0eny=Oetu->y + % (f(X) - g(x)) pour y->¥ . ce qui donne p

Si lacongtriction est symétrique f=-g, donc A=0.



probléme final interactif:
L es équations de Navier Stokes deviennent en prenant le paramétre magique e=R-2/7, c'est notre choix final

X" =RY7x ,y* =HR-Z7y,
u" =R27Ugu, v'=R37Ugv,
r*=ror, m=mm p°=po-2Dp X*"/H+ pR¥7r gUp?

en bas;

‘”—u+ﬂ—v=0; (u‘”—u+vﬂ—u)=-@+ﬂ—(ﬂ—u), ﬂ—p:O
ix Ty fix Ty ix My Ty iy
u=v=0 eny=laforme delaparoi du baset u->y + A(x) pour y->¥
en haut
ﬂ—u+ﬂ—v:0; (uﬂ—u+vﬂ—u):-ﬂ—p+ﬂ—(ﬂ—u), ﬂ—p:O.
X 9z X 9z ™x 9z 1z 9z

u=v=0en z=0 pour z->¥ etu->z- A(X) pour z->¥ .

et le couplage entre les pressions:
p(x,y=en haut)-p(x,y=en bas)= % A"



Probléme final a pression conservée:
Sil y deux bosses une en haut et |'autre en bas et soit x3 leur longueur et e leur hauteur. Les égquations de Navier Stokes deviennent en prenant:
e3R=x3 ol R=UgH/ng

X" =x3X,y" =Hey,
u" =eUgu, v'=(e/x3)UgV,
p* = po-2Dp X*[H+ p €2 r gUg2

en bas et en haut |e probléme est le méme:

ﬂ—u+ ﬂ—v:O; (u‘"—u+vﬂ—u):-ﬂ—p+ ﬂ—( ﬂ—u), ﬂ—p:O

> Ty X Ty > Ty Ty Ty

> Cas hon symétrique:
s labosse du bas a pour forme f(x) et la bosse du haut a pour forme g(x)
[en variable de latransformation de Prandtl, en y=0 u=v=0 eny->¥ u->y + % (f-9)].

> Cas symétriqueg = - f:
u=v=0 eny=laformedelaparoi du baset u->y pour y->¥ , [en variable de latransformation de Prandtl, en y=0 u=v=0 eny->¥ u ->y+f(x) ].
La pression sadapte pour satisfaire les conditions aux limites.

Ces problemes a déplacement imposé nul sont donc valable pour:
R>>x3>>RU7 et RU7>>x331 A=0.



Application au tuyau avec une marche

g=0,

f =0 pour x<0 f=-1 pour x>0
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Equations de Triple Couche: Pont Inférieur

On veut résoudre (aprés transformation de Prandtl):

ho hauteur de la bosse

ﬂ—u+ ﬂ—V:O; (u‘"—u+v‘"—u):-m+ ‘”—(‘"—u), ﬂ—p:O

ix Ty fix iy x My fy Ty
u=v=0 eny=0etu->y +f(x)/2 poury->¥

f formedelabosse. ici f(x)= - hg (1+tgh(x/Lp))/2



Solution linéarisée

u=y+u V=Vi P=p1

)l

1 )l P, T 0 1
- —v1=0 X R =-
" i ﬂyvl v " v

+ My, Lpp=0
'y g™

u1=v1=0 eny=0 et u ->a pour y->¥ (valeur constante de lavraie marche)



Solution en Fourier

On atout pour résoudre les équations linéarisees lorsgque I'on se donne une paroi f(x) detaille petite et larelation de fluide parfait notée bp=v ou
p=F(A) et larelation pour la couche limite notée -A/p=b*.

i FFT[f]
[(-ia)V3/3Ai'(0)]

FTlp =

la perturbation de frottement est:
t1= FFT-((-ia)Z3/Ai'(0)) Ai(0) FFT[p1] ]



ug = f'(h)
f(h)

vi= () Ty o

P = po x1/3

po = 0.869515
f(0) = -0.786552

Solution autosemblable;

po-f(h) + h f'(h) - h2"(h) - 3f"(h) =0

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

La pression se comporte donc en 0.869515 xV/3
le frottement se comporte donc en -0.786552 x1/3



cas lineaire, solution FFT/autosemblable

Résolutions numériques en Fourier

FCO Lb=.1 ——
toulx) Lb=1l — —.
plx) Lb=1
lin

lin

o=

18

15

28



influence de laforme de lamarche;

~(L+tanh(x/Lp))/2

Résolutions numeériques en Fourier

.N‘“lh.' e it
xi;ﬂwﬂ*ﬂ';'.'“ e —
1L : i
4
£
1
] | L ] ]
& 5 14 15

cas lineaire, variation de la longueur de la bosse

BORGIBRBEXEAEI(3) —o
PEHBEEFERESBE—2 -£3) —+ .
pfiuiixfbER=a

e

28



8.5

influence du terme A""

Subtilité influence de A"

remontee d"information

tnuEx) A

toulx) A=f — —.

pl = A
plx]) A=0

booenaq)

18



Casnon linéaire

influence de la hauteur (cas linéaire pour mémoire)

{/Symbol} t

2.5

1.5

Lb=1/pi

influence de la houteur h=.11 2 3, frott. HL

tau he. 1 —
tay h=1.@ — —.

= tau h=2.8
tau h=3.8
fix)

“FFT taulx)

28



réduction au cas linéaire

linéaire

{/Symbol} t

.4

8.2

Lb=1/pi

influence de la hauteur h=.1 12 3, frott. HL reduit

tau h=p.1
tau h=1.8
tau h=2.8

tau h=3.8

flx)
FFT tauix)




Pression

2.5

pression HL

"TyptpAh®. 1.0UT'u 1:(($3)/.1) ——
"TeyptpAhl. OUT'u 1:(($3)/1) — — -
TayptpAh2 OUT'u 1:(($33/2) - - - -
"TyptpAh3 . OUT u 1:(($3)/3)

FFT pix)

18

15

28



Application évaluation de lalongueur du bulbe de séparation....



Ecoulement cisaillé sur une bosse



Description supplémentatire: éguations RNSp
Application au tuyau cylindrique...

u=y




