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Résuḿe :

Nous avons repris et aḿelioré un mod̀ele propośe voila pr̀es de vingt ans par Savage [1], [2] puis par Johnson et
Jackson [3] dans lequel le tenseur des contraintes d’un milieu granulaire dense est la somme de deux contributions,
l’une liée aux contacts entre grains et l’autre liée aux mouvements relatifs des grains. Ce modèle aḿelioré permet
de retrouver les profils de concentration et de vitesse dans tous les types d’écoulements cisaillés stationnaires,
depuis les avalanches sur tas ou sur plaque, jusqu’auxécoulements de Couette entre cylindres coaxiaux.

1 Introduction

Le comportement mécanique d’un milieu granulaire dépendénormément de la fraction vo-
lumique des grains. En dessous d’une fraction volumiqueφm (de l’ordre de0.5 pour des grains
sphériques) le comportement est celui d’un gaz où les collisions binaires jouent un rôle domi-
nant. Au dessus d’une fraction volumiqueφM (de l’ordre de0.65 pour des grains sphériques) le
comportement est celui d’un solide poro-élastique. Entreces deux valeurs, le comportement est
celui d’un liquide dense et c’est ce liquide granulaire que nous avons voulu modéliser comme
un milieu continu. Nous nous sommes pour l’instant limitésà des écoulements cisaillés sta-
tionnaires. Ce type d’écoulement est très important car il englobe aussi bien des écoulements à
surface libre que des écoulements confinés. La restriction à des écoulements stationnaires nous
permet de simplifier l’approche en limitant le nombre de variables pertinentes à la vitesse des
grains et à leur concentration ou fraction volumique.

2 Lois de Comportement

L’écoulement des grains se fait dans une directionx et leur vitesse moyenneV varie suivant
une directionz. Les grains agissent entre eux par des contacts et des impacts représentés par
un tenseur des contraintesτ . On appelle pression granulaire la composanteτzz de ce tenseur.
La dissipation dans le milieu granulaire sera associée à la composanteτxz. Pour des grains
sphériques de diamètreD, de masse volumiqueρ et de fraction volumiqueφ, nous écrivons la
pression granulaire sous la forme :

τzz = ρgDF (φ) + ρD2µN(φ)(
∂V

∂z
)2, (1)

où g est l’acceleration gravitationelle. Le premier terme représente unepression de contact
(avec une compressibilité(∂F/∂φ)−1 ) et le second représente ladilatance de Reynolds. Les
contraintes de cisaillement se présentent sous la forme :

τxz = −signe(
∂V

∂z
)µ(φ)τzz − ρD2µT (φ)|

∂V

∂z
|
∂V

∂z
. (2)
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Le premier terme traduit lafriction solide de Coulombet le second unedissipation visqueuse
à la Bagnoldavec une viscosité qui dépend du module du gradient de vitesse. On voit que la
fraction volumique des grains joue un très grand rôle dansces deux lois de comportement puis-
qu’elle intervient explicitement dans quatre coefficientsde transport. Dans un milieu granulaire
dense comme celui que nous modélisons, ces coefficients de transport ne sont définis que pour
des fractions volumiques limitées à l’intervalleφm < φ < φM . En fait la variable véritable est
la compaction ŕeduiteϕ définie comme

ϕ =
φ − φm

φM − φm

. (3)

Cette compaction réduite est une sorte de paramètre d’ordre qui croı̂t de zero à un au fur et à
mesure que la densité passe de celle d’un gaz à celle d’un solide. Avec la compaction réduite,
nous avons adopté les expressions suivantes des coefficients de transport

F (φ) = F0Log
1

1 − ϕ
, (4)

µN(φ) =
µN0

(1 − ϕ)2
, (5)

µT (φ) =
µT0

(1 − ϕ)2
, (6)

µ(φ) = µ0. (7)

3 Résultats

Le modèle composé des lois de comportement (1) et (2) associées aux coefficients (4) à (7)
a déjà donné des résultats prometteurs [4] [5]. Il a permis de comprendre pourquoi le profil de
vitesse est quasi-linéaire dans une avalanche sur tas (Fig.1) et pourquoi il peut se transformer en
profil à la Bagnolddans un écoulement sur plaque rugueuse (Fig.2). Ces mêmeslois de com-
portement permettent également d’expliquer la localisation du cisaillement dans un écoulement
entre deux cylindres coaxiaux tournants (Fig.3). Ces prédictions sont assez compatibles avec
les résultats expérimentaux regroupés dans [6].

4 Perspectives

Tout ce qui vient d’être dit ne concerne que les milieux granulaires secs pour lesquels le
fluide intersticiel joue un rôle négligeable. Nous nous sommes intéressés récemment à des gra-
nulaires mouillés et aux phénomènes d’érosion et de transport des sédiments sous-marins. Il
faut alors faire intervenir, en plus des contraintes granulaires, des contraintes liées à la viscosité
du fluide intersticiel ainsi que des forces d’interaction entre le fluide et les grains. C’est sur cette
modélisation des granulaires mouillés que nous concentrons nos efforts actuellement
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FIG. 1 – Ecoulement sur un tas incliné, à gauche le profil de vitesse (avec une partie linéaire et
une queue exponentielle), à droite le profil de compaction (de plus en plus compact en profon-
deur).
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FIG. 2 – Ecoulement sur une plaque plane inclinée, à gauche le profil de vitesse (de type Ba-
gnold), à droite le profil de compaction (quasi constant). Ces deux courbes sont en fait la partie
haute des deux courbes correspondantes de la figure 1.
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FIG. 3 – Ecoulement entre deux cylindres coaxiaux (Couette), àgauche le profil de vitesse (on
observe la localisation du cisaillement), à droite le profil de compaction.

3
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