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1 Introduction

Nous cherchons a décrire des écoulements instationnaires de fluide new-
tonien dans lesquels la variable longitudinale varie plus lentement que la
variable transversale. Ce cas se produit lorsque le nombre de Reynolds est
grand (aérodynamique externe ou interne...) ou dans le cas ou une longueur
transversale est petite par rapport a une autre longueur longitudinale qui est
imposée (film mince, artere ...). La démarche habituelle consiste a résoudre
d’abord un probleme de "fluide parfait” loin de la paroi, puis ayant la vitesse
de glissement a la paroi, on introduit tres classiquement une ”couche limite”
pour annuler cette vitesse sur une région tres fine ou les gradients verticaux
sont importants. Dans le cas de ’artere le réle du fluide parfait est joué par
la paroi.

Nous présentons un résumé d’exemples provenant de la littérature que
nous pouvons traiter au moyen d’un code de résolution des équations de
couche limite interactive. Nous constaterons donc que les équations de
couche limite non séparées sont une tres bonne alternative a la résolution
complete des équations de Navier Stokes, malheureusement des qu’il y un
courant de retour les équations de couche limite tombent en défaut. D’une
part nous verrons que les équations de couche limite classique explosent au
bout d’un temps fini (supérieur au temps d’apparition du courant de retour),
d’autre part que les équations de couche limite interactive, si elles n’explosent
pas présentent une instabilité intrinseque qui rend leur résolution impossible
quelques instants apres la séparation.

Globalement tous ces exemples sont désormais classiques, et notre travail
ne présente pas d’originalités si ce n’est le calcul effectif de la position et
de I'intensité du tourbillon dans le cas du cylindre, la mise en oeuvre dans
les cas classiques d’une méthode non physique qui lisse la singularité en la
transformant en choc et enfin les interactions entre deux tourbillons et une
paroi. Le code que nous présentons est discrétisé de maniere tres simple en
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description Eulérienne et nous avons exploré différentes manieres de dériver
en x les équations menant a des résultats légerement différents; au final il
nous semble soutenir la comparaison avec tous ceux de la littérature qui
sont écrits en différences finies. Il est bien entendu inférieur a la méthode la
plus performante vis a vis de I’étude locale de la singularité qui est celle de
résolution en description Lagrangienne.

2 le probleme de la couche limite instation-
naire

2.1 équations de couche limite classique instationnaire

On se donne un obstacle plongé dans un écoulement U,,. La solution de
fluide parfait nous donne une vitesse de glissement sur I'obstacle u’(a*,t*)
que 'on cherche a annuler par la couche limite.

Apres changement d’échelle classique (Schlichting 79):

¥ =Ly, 2" =0y, u =Uyu, v =06U,/Lv, t"=L/U,t,

les équations de Navier Stokes deviennent, si on choisit par moindre

dégénérescence § = L/\/R.. :
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avec pour conditions aux limites:
u(z,y=0,t) =0, v(x,y=0,t)=0,

et comme condition de raccord:



u(x,y — 00, t) = uc(x,1),

Il manque u(x,y,t = 0), nous 'examinerons au cas par cas. Souvent ce
sera un départ impulsif: u(x,y > 0,t = 0) = u.(x,t = 0). De méme la vitesse
de fluide parfait u.(x,t) sera imposée au temps t = 0; c’est peut étre la un
point délicat car on ne parlera jamais de temps d’établissement du fluide
parfait.

On en déduira deux quantités importantes (fonctions de x et t) qui sont
I’épaisseur de déplacement ainsi que le frottement pariétal (lorsqu’il change
de signe cela traduit I'apparition d’un courant de retour, c’est la séparation
de la couche limite.
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2.2 équations de couche limite interactive instation-
naire

La démarche précédente peut porter le nom de ”couplage faible”, elle est par-
faitement fondée dans le cadre des développements asymptotiques raccordés,
mais elle ne permet pas de comprendre la séparation de la couche limite.

Dans un cadre asymptotique strict, pour calculer la séparation de la
couche limite il faut faire appel aux équations de triple couche/ Triple
Deck” (Neiland 69, Stewartson & Williams 69). Dans un cadre asympto-
tique moins fort on fait appel aux équations de couche limite interactive.
[’idée (qui d’ailleurs est celle de la triple couche) est que le fluide parfait fait
se développer la couche limite, mais que la couche limite en s’épaississant est
ressentie par le fluide parfait comme une sorte de "paroi” épaissie, le fluide
parfait face a cette "nouvelle géométrie” modifie sa pression et donc la couche
limite ete. ... La méthode est tres efficace en stationnaire Le Balleur 78, 80
et 82, Lock & Williams 87 et Hsiao & Paulley 94. Elle permet de calculer
la séparation de la couche limite sur une bosse d’épaisseur f*(x)/L au plus
égale a ’épaisseur de couche limite. En instationnaire nous allons voir qu’elle
pose d’autres problemes. L’épaississement de la couche limite qui induit un
déplacement des lignes de courant de fluide parfait est a priori un effet du
second ordre de couche limite, mais si il se produit sur une échelle courte,
c’est un effet de Triple Couche.

La couche limite rétroagit sur le fuide parfait et réciproquement selon:

1 Iue(dy + f(x)VRs) 1
W\/K/ dx r — f)dg

ue(x) =1+



qui provient de la résolution d’un écoulement de fluide parfait légerement
perturbé a la paroi par une vitesse de transpiration reliée a 1’épaississement
de la couche limite et au profil.

3 résolution numérique

3.1 vue générale

La méthode numérique sera toujours a peu pres la méme que ce soit dans les
cas IBL couche limite classique, triple couche ou artere. Nous avons choisi la
simplicité des différences finies avec des pas de discrétisation constants (At,
Ax, Ay,), avec pour indices respectifs (n,1, 7). Les variations different dans
la discrétisation des termes en d/0x et éventuellement du terme en 9/9t. On
verra que les résultats sont suffisants au vu de la simplicité (et donnent des
résultats meilleurs que ceux de Henkes & Veldman 87).

La discrétisation consiste a impliciter les dérivées en y (en centrant), et
expliciter en a (on va voir plus loin les différents choix). La non linéarité est
traitée en faisant une boucle interne d’itération, cette itération porte sur un

mH+l — 7+t On discrétise a l'ordre

indice m, tel que pour le dernier m on ait u
2 en temps (en gardant la vitesse pour les deux pas de temps précédents u™

et u" 1)

3u§?+1 dui, u?j_l
— +
2AtL AL 2AL

Ju/dt =
(dans le cas du 5*™“essai la discrétisation est prise a I'ordre un. Dans cha-
cun des cas étudiés on ramene le probleme a une résolution d’un systeme
tridiagonal (par double balayage classique) a I’étape d’itération m:
m_ m+1l __ m
Dans les termes source (S) on a la variation de vitesse extérieure, le terme
nonlinéaire (udu/dx)™ et les vitesses précédentes divisées par 2At. Le terme
vOu /0y a été mis dans le membre de gauche, sous la forme centrée de:

" (ufily —ui )/ (28y)

Les conditions aux limites sont wjgt! = 0, et w5, = ue(w;, t").

La vitesse transversale est obtenue par dérivation en x (cohérente avec
la dérivée de udu/dx, voir plus loin) de la fonction de courant, elle méme
obtenue auparavant par intégration par la méthode des trapezes en y de la

vitesse longitudinale.



3.1.1 dérivations en x

Le point qui a particulierement retenu notre attention est celui de la dérivation
en x.

ler essai  Une premiere tentative a été faite en conservant le coté parabolique
des équations de couche limite stationnaire et donc en discrétisant les dérivées
en X comme suit:

Jul dul™ U,
udu/Or = ujj (530 = ZA;J QAZ;])

De meéme avec Ue.

2éme essai Un exces de précaution (partagé par de nombreux auteurs
dont Cassel et all 96, Henkes & Veldman 87) nous a fait aussi discrétiser les

dérivées en x suivant la valeur du signe de la vitesse:

m m m
3ui] du o uly;

2Ar  2Ax 2Ax )

uiy >0 = udu/0r = ul}(

M () = uou/0x = u™ g i+1j i+27 ‘
UZ] U U/ x uz]( I SAL + N )

De méme pour la dérivation de ¥ qui intervient dans le calcul de la vitesse
transverse. On fait attention au dernier point qui est pris dans le sens gauche/
droite méme si il y a séparation. Avec cette dérivation en prenant des quan-
tités aval lorsqu’il y a un courant de retour, on prétend que I'information suit
le courant.

En fait nous avons observé que si ce schéma semblait correct dans le cas de
la plaque plane avec départ impulsif (pas de séparation, c’est donc la méme
discrétisation que plus haut!), le cas du cylindre ne permet pas d’approcher
suffisamment pres de la singularité.

3éme essal  Une troisieme tentative a été faite en centrant les dérivées en
X comme suit:

m
Uty —u

2Ax

m
m i—1j
udu/0x = u( )
De méme avec Ue.
Nous avons observé que si ce schéma semblait correct dans le cas du cylin-
dre: on s’approche plus de la singularité et retrouve mieux son comportement
algébrique local.



4éme essai  Une quatrieme tentative peut étre faite en utilisant la discrétisation
de Phillips et Ackenberg 1973. Cette méthode est citée aussi par Shen 78. 1l
indique que cette discrétisation (ainsi que celle en zig zag) permet d’introduire

un terme d’erreur de troncature en -0u/dt qui lisserait les instabilités dans

la partie courant de retour:

st <0:>u6u/8:1;:u;(?( o

—Uu

Az

upp >0 = udu/0r = uj}(—* =)
L’astuce est de prendre la vitesse au temps précédent a ’abscisse suiv-

ante. Nous n’avons pas réussi a obtenir de résultats probants avec cette
discrétisation.

5éme essai Dans les cas précédents on a discrétisé udu/dx. 1’idée de
Voitkova & Lunev 91 est d’écrire ce terme sous forme conservative et de
discrétiser en conséquence. A noter que Matsushita & all 84 écrivent aussi
leur équation sous forme conservative (mais sous forme intégrale).

udu/dx = 1/20u*/dx.

On discrétise comme Voitkova & Lunev 91 & l'ordre un en Az (et aussi a
lordre 1 en At), et par une méthode de différentiation amont simple:

(ui})® = (uiy;)*

Az )

(UZL—U + uﬁlj)/Z >0 = auz/ax = (

(i) — (ui})?

Az )

(ufpy; +uly)/2 < 0= du?/dx = (

La vitesse se calcule alors en décentrant de méme la dérivée de ¢7. Mais
le choix du décentrement est imposé par la valeur a la paroi de la vitesse
(ufiqy +uq;)/2. La encore nous suivons Voitkova & Lunev 91.

Ce schéma diffusif permet de capturer un choc et de suivre son évolution.
Bien entendu cette discrétisation ajoute une viscosité artificielle d’ordre Az /2
(ufi; +ufy;)/2 qui va lisser la singularité.



4 exemples

4.1 application au départ impulsif de plaque plane

Nous commencons par un premier exemple semblant assez simple (Stewartson
51 et 73, Smith 70 & 72 et Hall 69). Au temps ¢ = 0 on met en mouvement
une plaque plane semi infinie. On se place dans le repere de la plaque, on
obtient instantanément u. = 1 pour le fluide parfait. Pour une station =z
fixée on observe 1’écoulement de Rayleigh pour les temps courts:

atu:ayzu; u(y > 0,1 =0) =1,u(0,t) = 0,u(y = o0,t) =1

et 1’écoulement de Blasius pour les temps longs. La variable pertinente
est 7 = t/x. Suivant que cette variable est petite ou grande, on passe de
I’écoulement Rayleigh a celui de Blasius. La transition se produit pour 7 =1
temps qu’il faut pour que I'information (de vitesse unité) arrive au point
considéré; pour 1.5<7 < 4, I’écart entre les deux régimes est notable. On le
voit sur la figure suivante (obtenue pour la premiere fois par Hall 69 avec une
méthode spécifique utilisant les variables de similitude et uniquement valable

1 / au(l’,yzo,t)
pour T Z 1) ou 'on a tracé T\/E

1
T>>1 7, =.332/yx,8, = 1.732/x; T<1 Twzl/\/wt,(Sl:Z\/—t
T

Sur la seconde figure on a tracé 2\/g — 0 \/g, qui vaut 0 pour la solution
de Rayleigh (7 < 1) et qui est une fonction de 7 dans le cas Blasius (2\/§—
1.7?)2\/;7 expression valable pour 7 >> 1). (dt=.01 dx=.1 nx=100 x0=.1

dy=.33 ny=100, t=10).
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L’étude analytique précise de la transition entre les deux écoulements est

a tel point ardue que Stewartson s’y est repris a deux fois (51 & 73) pour la

résoudre. La difficulté vient de 'apparition d’une singularité essentielle dans



les développements autour de 7 = 1, c’est a dire que tous les termes de la
série de Taylor sont nuls.

Parmi les problemes que nous avons rencontré:

- nous n’avons pas retrouvé le comportement des résultats fins de Stew-
artson en 7 = 1, mais les valeurs qu’il présente ne sont pas en accord avec la
formule qu’il propose et que nous ne savons pas redémontrer.

- pour les grands 7 on devrait avoir un écart entre le frottement réduit et
332 évoluant en €799 écart que l'on observe est plutdt en e~ 047"

- les premiers pas de temps sont mal calculés par notre code car on impose
at=0wu=1, sauf a la paroi, et sauf au premier point du maillage ou on
impose déja et continuellement un écoulement de Blasius sur quelques points
de maillage en y.

Les deux premiers points nécessiteraient une étude précise en fonction des
pas de temps et d’espace.

4.2 écoulement autour d’un cylindre
4.2.1 probleme

On se donne un cylindre que 'on met en mouvement uniforme a la vitesse
unité au temps t = 0. Il s’agit encore d’un départ impulsif que 'on va traiter
par la méthode classique de décomposition fluide parfait/ couche limite.
D’une part la solution de fluide parfait est supposée étre instantanément
la solution non visqueuse potentielle irrotationnelle classique. La vitesse sur
le cylindre est donc u(x,t) = sin(x). Bien entendu, on pourrait s’interroger
sur la pertinence de cette hypothese, mais nous ’admettrons; le cas de la
plaque plane était de ce point de vue plus clair puisque I'on avait u.(z,t) = 1.
D’autre part, la couche limite, sous I'impulsion de vitesse u(x,y > 0, = 0)
= sin(x) se développe quant a elle le long du cylindre en suivant les équations
classiques de Prandtl. (x est pris le long du cylindre et mesuré par R, c’est
en fait Pangle 0, et y perpendiculairement c’est ((r — R)/R)v/R.. Le nombre



de Reynolds est construit avec le rayon et la vitesse a l'infini. Le cylindre
se retrouve aplati car la couche limite est bien plus mince que le rayon (les
effets de courbure sont des effets du second ordre).

4.2.2  bibliographie, singularité

Les temps courts peuvent étre résolus par une série de Taylor en temps (série
de Blasius, voir Schlichting 79). Mais au dela il faut résoudre numériquement.
C’est qui a été fait par Van Dommeln & Shen 80 par une méthode Lagrang-
ienne.

Ils ont ainsi précisé le temps de séparation ts = .64 et observé un com-
portement singulier en t73.0. C’est a dire que le calcul ne peut étre poursuivi
au- dela de ce temps, certaines variables tendant vers I'infini. Ils ont en-
suite caractérisé ce comportement singulier en montrant que la vitesse en
haut de la couche limite varie avec en comportement en (s — ¢)~7/*. Cow-
ley 83 a résolu ce probleme en mettant 48 termes dans le développement
de Blasius. L’astuce consiste a écrire le développement de Taylor sous la
forme d’un développement de Padé ce qui lui permet de s’éloigner de ¢t = 0.
Il obtient avec une grande précision le temps de séparation initial s =
.64383978. La singularité se produit lorsque deux pdles (complexes con-
jugués) du développement en fraction rationnelle de la vitesse traversent I’axe
réel. Ingham 84 traite le probleme en effectuant non pas un développement
en série temporelle mais en série de sin(nx), il retrouve numériquement
Pexposant —7/4 pres de la singularité. Henkes& Veldman 87 présentent
aussi ce calcul, mais en Eulérien.

Enfin, Peridier 95, qui s’est spécialisé dans la résolution Lagrangienne,
nous présente un petit film montrant la séparation. A noter toutefois le cas
particulier de Cebecci 86 qui prétend qu’il n’y a pas de singularité, mais il
n’a peut étre pas assez poussé son calcul.

4.2.3 résolution numérique

Nous utilisons notre code et nous observons en fonction du temps ’épaississement
de I'épaisseur de déplacement §; (Vers ¢7.65, la couche limite sépare et §;
devient de plus en plus épais ce qui est caractéristique d’une séparation).
Pour les faibles valeurs de x on retrouve la solution de point d’arrét de
Hiemenz (vitesse= x) et on a bien §; = 0.648. Plus loin un pic se forme,
notre code ne marche plus car I’échelle en x devient trop petite pour pou-
voir capter le phénomene. La méthode Lagrangienne des différents auteurs
est plus précise et permet de se rapprocher beaucoup plus de la singu-
larité. Nos calculs tombent en défaut avant la singularité. C’est prin-



cipalement un probleme de résolution en x (avec 62 points on va jusque

£~ 275, 100 {~285 314 (~209).

08

4.2.4 caractérisation de la singularité

Pour détecter la singularité, on trace en échelles logarithmiques le maximum
de la vitesse de déplacement (9(d ue)/0x) en fonction de I’écart au temps
(inconnu avec précision de ’explosion). Bien entendu on se place dans la
région non aberrante trop proche de la singularité.

Le meilleur coefficient de corrélation (r) est obtenu pour ts=3.055 (Ing-
ham 3.0, Veldman 3.0045) et on obtient presque le comportement en -7/4=-
1.75. Notre corrélation nous semble plus probante que celle de Ingham 84 ou
on voit que ’écart entre ses calculs et ce comportement est important.

On trouve donc:

—log(ve) = —1.705log(t — 3.055) + 2.2197
Pour seul résultat original sur ce probleme désormais classique nous avons

étudié la position du point de —du/dy maximum (vorticité maximale), ce
point se rapproche du point singulier en:

w(t) = 2.0147 + 0.978(ts — t) — 0.4542(ts — 1)*/%  1573.054
L’ordonnée semble étre quasi- linéaire pour tous les temps et suivre la loi:
y(t) = —1.54 4 2.33¢.

La comparaison de ces deux résultats nous donne une ”vitesse d’éjection”
finale du tourbillon de -0.5 en x et 2.3 en y, il a remonté le courant. La valeur
de w augmente régulierement, pour ¢ > 2 elle est presque linéaire:

w = —0.01 + 0.082¢.

10



D’ou les figures suivantes (1’épaissement est di & un manque de décimales
dans le fichier) montrant la trajectoire du maximum de w et son évolution

temporelle:
omegalt)
—0.01 + 0.082 t
-~ 5
e \
e a 0.2
- .15
= z
- 0.1 o
T
- 0.05 -
...... . L S .
2.2 2.4 2.6 2.8 n.s 1 1.5 2 2.9 b

Au vu de ces résultats il parait difficile de ” dégager” clairement un tour-

billon.

4.2.5 possibilité d’un choc

Si on utilise la discrétisation conservative de Voitkova & Lunev (¢f Heme
essai pour les dérivées en x) on n’obtient pas une singularité mais un choc.
Ce choc permet de dépasser le temps t=3; si on continue a suivre ’évolution
de la couche limite on aboutit a une configuration finale non physique et
dépendant fortement du nombre de points en y. Le choc se stabilise en
x = m/2. et pres de la paroi, 'écoulement est completement symétrique en x,
c’est a dire que le courant de retour crée une vitesse égale a —sin(x). Loin
de la paroi une couche cisaillée est éjectée, elle permet de passer de la vitesse
—sin(x) a sin(x) .

Si on trace la courbe représentant le logarithme de la vitesse maximale
en fonction de I'écart au temps de singularité, on observe que le cas de la
résolution conservative se place en dessous des résolutions centrées (points,
cf 3eme essai) décentrées (traits, ¢f ler essai), I’écart est notable pout
ts — 1t~ et~ .37. Pour t > 2.7 les résultats sont donc nettement différents
si on utilise la résolution conservative (¢f 5eme essai).

Le choc est lissé par la viscosité artificielle introduite dans la discrétisation...
(on pourrait essayer de centrer et d’ajouter un terme de dérivée seconde
Ju?/0x? que lon contrdlerait mieux que la différentiation a la cosaque de
Voitkova & Lunev, ce que I'on a pas fait mais que 1’on devrait faire).

Mis a part Voitkova & Lunev 91 et Cousteix 86 , il y a aussi Matsushita
& all 84 qui évoquent la possibilité d’un choc dans la couche limite. Ces
derniers écrivent les équations sous forme intégrale conservative, les profils
choisis sont ceux de Falkner Skan avec glissement a la paroi. Les résultats
qu’ils obtiennent sont remarquables (ils sont comparés a ceux de Cebecci 86
et de Van Dommelen & Shen 80) jusqu’a un peu avant la singularité.

11



Figure 1: —log(ve) = —1.705log(t — 3.055) + 2.2197 en traits pointillés com-
paré aux autres résolutions.
=logive]
7

&
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0.5 1 1.5 ; 2.3

Ils tracent les caractéristiques et observent leur focalisation qu’ils compar-
ent a apparition d’un choc. 7 Cela signifie que pour t>3, les solutions discon-
tinues qui sont les solutions faibles du probléme sont capturées numériqguement
sans explosion, sans parler de la signification physique”.

4.2.6 Conclusion

Le simulations de type Navier Stokes se comparent bien pour les temps t<2.6
comme I’a montré Henkes & Veldman 87. (Quoique nous mettions en doute
leur résolution interactive comme nous 'expliquerons plus loin, cf. Tutty &
Cowley 86). Sur de récents calculs de Wang 96, on observe que le frottement
pariétal est légerement différent et surtout qu’un nouveau petit tourbillon
se crée. Il tourne en sens inverse du précédent. Il est déja formé au temps
t = 2 a Re = 3000. Il faudrait faire une comparaison fine de différents
calculs de Navier Stokes pour essayer de mettre en évidence les termes qui
ne conviennent plus.

La question est comment modifier la description de couche limite pour
faire partir ce tourbillon et comment le caractériser?

4.3 cas du creux

Un second cas qui a retenu notre attention est celui du creux de Carter &
Wornom (Cousteix 89). Il s’agit d’une plaque dont la forme est:

12
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Ce cas nous est bien connu car nous savons le résoudre avec la méthode
IBL stationnaire avec couplage ”semi- inverse” de type Le Balleur. Sur le
dessin suivant nous présentons le frottement pariétal réduit & R = 1.5 10° et
a = —.0.03.

On note I'accord fort correct entre les méthodes intégrales (symboles) avec
une fermeture provenant des solutions de Falkner Skan et une résolution en

différences finies (Keller Box).

calcul instationnaire classique Au temps t=0 on se donne une couche
limite sans réalité physique: des profils de Blasius mais une vitesse extérieure
égale a la vitesse de fluide parfait associée au creux. On observe ensuite
I’adaptation de la couche limite apres ce départ impulsif. Le frottement
pariétal se creuse régulierement puis la séparation se produit environ au
temps t70,75. Le bulbe croit; I’épaisseur de déplacement augmente, et au
bout du temps ¢ ~ 2.5 un pic se forme comme dans le cas du cylindre.

13
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Ce comportement est observé si on utilise les dérivées en x centrées (+1,
0, -1) (essai 3) ou décentrées (3,-4,+1) (essai 2).

4.3.1 possibilité d’un choc

Si on utilise la discrétisation conservative de Voitkova & Lunev 91 (¢f Heme
essai) pour les dérivées en x on n’obtient pas une singularité mais un choc.
Ce choc permet de dépasser la singularité. Nous présentons sur la figure
suivante la superposition des différents cas (V & L heme essai; a Reynolds
infini, et la résolution centrée a Reynols fini 5e5, voir plus loin (essai 3) et la
solution de Blasius)
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4.3.2 calcul instationnaire interactif

Cette fois on permet la rétroaction de la couche limite sur le fluide par-
fait selon la formule interactive. On constate que la calcul ne forme pas de
singularité (Henkes & Veldman 87); tout semble bien se passer au début,
le frottement pariétal se creuse régulierement puis la séparation se produit
environ au temps t70,75. Le bulbe de courant de retour évolue ensuite et sem-
ble se stabiliser sur la solution stationnaire. Malheureusement un deuxieme
phénomene néfaste apparait: des oscillations. Dans le cas interactif centré,
dans le cas conservatif Voitkova & Lunev 91 et dans une discrétisation inspirée
de Phillips et Ackerberg 73 on prend les parametres numériques suivants:

dt=.0050 dx=.03 nx=150 x0=.50 dy=.25 ny=>50 alpha=-0.035 Re=>5eb

Et on obtient les résultats suivants pour le frottement pariétal au temps
t=2.
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Shen 78 prétend qu’en utilisant ’astuce de la dérivation aval avec la valeur
au temps précédent (Philips & Ackenberg 73) ou le "zig zag” on évite les oscil-
lations. Nous n’avons pas réussi a les éviter en implantant leur discrétisation
(¢f 4eme essai).
La naissance d’une oscillation se présente typiquement sous la forme suiv-
ante par une "remontée” du frottement pariétal. Elle évolue ensuite comme

sur le dessin précédent.
“T,0UT" -

1,7 WTg

P
Ll e 0 B TR S

<
r Lt L 4 U1 g

P
LI e

L L L L L

Cowley Hocking & Tutty 85 ont montré qu’il s’agissait d’une instabilité
de Rayleigh (d’ondes courtes). Pour ce faire ils développent une analyse de

oy

stabilité linéaire des équations de couches limites instationnaires avec comme
profil de base un profil séparé (avec point d’inflexion). Il arrivent a la con-
clusion que toutes les longueurs d’ondes sont instables et que leur taux de
croissance en temps est proportionnel a la fréquence spatiale. Donc ils re-
marquent que ” cette instabilité amplifie les inévitables petites erreurs de toute
simulation numérique. De plus raffiner le maillage est souvent contre pro-
ductif parce que cela permet aux petites longueurs d’ondes d’étre résolues et
il en résulte une croissance encore plus rapide de ['instabilité”.

En conséquence de quoi, les résultats de Henkes & Veldman 87 sont dou-
teux. On peut voir effectivement des oscillations sur leurs résultats du cylin-
dre avec interaction. Leur cas de creux interactif semble résolu, en fait il
ne l'est que parce que leur maillage est trop grossier. Des oscillations sont
visibles pour les grands Reynolds, il est vraisemblable qu’elles exploseraient
si ils attendaient plus longtemps.
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x=0

4.4 Interaction vortex paroi
4.4.1 deux vortex contre une paroi

On se donne une plaque plane infinie et un couple de deux tourbillons con-
trarotatifs singuliers ponctuels. Cette configuration est en fait proche de celle
de Walker & all 87 ou le tourbillon est annulaire. Au temps t=0, ces deux
lignes tourbillonnaires sont loin de la paroi et se rapprochent de celle ci en in-
teragissant mutuellement. La diffusion des vortex est bien entendu négligée,
ceux ci restent singuliers ponctuels. La distance qui les sépare (lorsqu’ils sont
loin du mur) est de 2L (dans les échelles choisies cela fait 2). Ils se déplacent
a la vitesse I'/2L dirigée vers le bas. Cette vitesse va servir pour construire le
nombre de Reynolds Re = I'/(2n). On le suppose grand. Si les deux vortex
n’interagissent pas avec la couche limite (Re infini), il finissent par s’éloigner,
I’un vers la droite, I'autre vers la gauche, en longeant la paroi a la hauteur L
. Leur vitesse est +1"/2L.

Nous examinons en fait un probleme qui est une modification des articles
de Peridier, Smith & Walker 1991 et Dologalski & Walker 84. Dans ces
derniers, un seul tourbillon se déplace au dessus d’une paroi (ils se placent
dans le repere du vortex et toujours en utilisant une résolution Lagrangienne
). Il s’agit encore d’un départ impulsif. Notre configuration est en fait
la méme pour les temps grands, puisque les tourbillons s’éloignent I'un de
lautre, et finissent par ne plus interagir (Bien entendu ils interagissent avec
leur image par rapport a y=0). Notre configuration nous permet de mieux
nous affranchir du départ impulsif. La couche limite associée est une nouvelle
fois singuliere et se termine au bout d’un temps (cf Peridier et coll 1991a):

179t 8 (—t4ts)” V"
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4.5 résolution

Les équations de couche limite sont inchangées, la condition de raccord en
revanche compte 3 termes, les deux premiers sont les contributions des vortex
placés en (xv, yv) et (-xv,yv) ainsi que de leurs images, le troisieme terme
est la vitesse de transpiration causée par ’épaississement de la couche limite

Vo:

4yv dyv
u@ 00t > 0)= > uele,t) = (x—av)2+yv? (2 +av)? + yo?

| oo Vi
— d¢.
+7T/—oo (xv — £)? + yv? ¢

Cette vitesse Vg étant toujours définie a partir de 'augmentation de dy:

0
‘/0 = R_I/Za—x(ue(sl).

Les vortex ont été positionnés en (xv = +1,yv = 10) au temps t = 0, la
vitesse du fluide étant prise nulle. Leurs positions sont actualisées a chaque
pas de temps car ils sont entrainés par leurs images et par le courant créé
par I’épaississement de la couche limite.

d:z;_v_(i 4av )+£/oo (zv — VO

dt — “yv  Adzv? 4 dyv? T Joco (xv — )2 4 (yv)2)
dyv 1 4av L e (yv)VO
= (—— 4+ — )+ - d¢.
dt ( Y + 4rv? + 4yv2) + T /—oo (xv — €)% 4 (yv)?) ¢

On retrouve les formules de Peridier & all 91b lorsque 1’on se place pres du
vortex du premier quadrant (cas IBL); on retrouve les formules de Peridier
& all 91a si de plus on fait tendre le Nombre de Reynolds vers I'infini (pas
d’interaction); et celles de Chang & Comlisk 89 pour un seul vortex et si on
impose en plus un écoulement uniforme.

4.5.1 résultats

Bien entendu on retrouve la singularité si on se place dans le cas classique.
Nous observons 'explosion vers le temps t=10.4 (il faut un temps t~10 aux
tourbillons pour se rapprocher de la paroi, et quand ils y sont, I’explosion se
produit pour un temps ~ 1).
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Le cas interactif ( R=10°) est encore explosif (contrairement au cas du
creux ou le fait d’introduire l'interaction enleve la singularité). De plus
loscillation de type Rayleigh apparait!!
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4.6 conclusion

L’interaction tourbillon/ paroi mérite d’étre poursuivie en détails en pour-
suivant la démarche de Chang & Comlisk 89 qui calculent la couche limite
interactive due a un vortex plus un écoulement uniforme. Ils disent voir
la naissance d’un troisieme tourbillon juste avant la singularité. Au vu de
leurs résultats numériques tres chahutés nous n’aurions pas osé affirmer cela.
Ce méme probleme est étudié par un code Blob sophistiqué de Pellerin &
Giovaninni 96 qui observent le rebond du vortex sur la couche limite. La
question est de savoir si cette configuration explose toujours (ce qui corre-
spond a un enroulement de la couche limite autour du vortex ¢f Pellerin et
Giovaninni 96), ou si elle est réguliere pour un tourbillon assez faible. Méme
si elle explose, I’étude des temps courts par rapport a cette explosion (mais
d’ordre du temps convectif) est intéressante (Atassi & all 96); ils étudient la
déformation d’une couche cisaillée sous I'interaction faible d’un vortex.

Un autre phénomene important est celui de la réceptivité de la couche
limite sous l'action d’un vortex. Efremov & Savenkov 91 proposent un
mécanisme qui se décompose comme suit:

-introduction impulsive du tourbillon dans la couche limite dont 1’échelle
longitudinale est ¢ = R~/ (ils choisissent cette échelle car il ont I'idée de
retomber sur la génération d’ondes Tollmienn Schlichting dans le cadre de
la triple couche). Ce tourbillon est convecté a la vitesse de ’écoulement. Le
temps associé est ty = ¢3¢,

Ce mouvement est purement un entrainement non visqueux de la vorticité
initiale dans la couche limite. Une couche de Stokes croit (en t'/2) qui permet
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I’adhérence de la vitesse a la paroi. Le temps suivant qu’il faut considérer
est { = et = tqe. Lorsque t,— > oo on a i— > 0. Ce temps correspond au
temps de la triple couche, il y a alors interaction forte en la couche de Stokes
qui s’est épaissie et le fluide parfait. La condition initiale a I’échelle de temps
{ est celle au temps t;— > oo. On a alors création d’ondes TS provenant de
I’amplification du "reste” de la perturbation initiale.

Le cas du rebond des deux tourbillons peut étre repris dans le méme
esprit. On superpose cette fois un écoulement de point d’arrét. Si celui ci
est assez important, il peut peut étre éviter ’explosion ou du moins justifier
des études aux temps courts vis a vis de ’enroulement.

4.7 Awutres cas
4.7.1 cas laminaire

Il existe certainement d’autres cas, par exemple celui du point d’arrét in-
versé de Hommel 83 conduisant a une croissance exponentielle de 1’épaisseur
de couche limite, ou celui de la séparation au bord d’attaque sur une aile
parabolique de Degani & all 95 conduisant a la singularité. Enfin, il faudrait
examiner les solutions semblables instationnaires de Ma & Hui 90.

4.7.2 cas turbulent

A notre connaissance, les seuls cas turbulents traités le sont par des méthodes
intégrales. Par exemple Cousteix 86 et Cousteix & Houdeville 81 arrivent
a une singularité (sous forme d’un choc), d’autres ne franchissent pas le
point de séparation (mais le temps est un pseudo temps) de Maqueville 95.
Mais d’autres exemples ne sont pas singuliers comme ceux de Le Balleur
& Girodroux La Vigne 84 ou Swafford 92 ou Drela & all 97. Le probleme
consiste a trouver les bonnes fermetures turbulentes (Swafford 83 Whitfiel
79). Il nous serait possible d’adapter notre code avec une formulation de
type longueur de mélange, ce qui n’a pas encore été fait.

5 comportement asymptotique pres de la sin-
gularité

5.1 comportement local

Le comportement pres de la singularité est maintenant assez bien compris,
sa gestation a été longue (Smith 82, Smith 89, Smith & Bowles 92, Vick-
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ers & Smith 94, Cassel & all 96). Pour résumer disons que localement, en
s’inspirant des résultats numériques, il faut écrire le développement suivant:

r=as+ K(ts =)+t —OMX, y=0U—)"Vu=—-K(t,—)"'U

avec (2N-1)/(M-1) entier relatif. Le choix serait, au vu des résultats
numériques, celui qui donne le plus petit taux de croissance de la couche
limite: M=3/2 et N=1/4. A noter que les équations dégagées sont inviscides
avec ce développement.

5.2 interaction

Ayant ces échelles on va pouvoir dire (avec Cassel & all 9) quand la de-
scription de couche limite classique tombe en défaut., On voit facilement
que D'explosion de la vitesse transversale en (t, — ¢)~7/* (que nous avons
vérifiée avec notre code) induit une premiere interaction de pression. Si celle
ci est calculée selon la formule de couplage IBL (intégrale de Hilbert de la
vitesse de transpiration), son ordre est (1, —¢)"7/*R='/2 son gradient en x
est donc d’ordre (¢, — t)~'¥/*R=1/2 il contrebalance les termes de convec-
tion qui sont d’ordre (¢, —¢)~'/2 lorsque les échelles sont (t, —t) = R™%/Met
x —x, = R/ Cassel & all 96 résolvent ce systeme et constatent une
fois de plus que I'instabilité d’ondes courtes intervient, ce qui est un résultat
décevant car ils ne pensaient pas qu’elle serait présente. Dans leur discus-
sion, ils se posent la question de savoir si cette I'instabilité d’onde courte ne
serait pas présente dans toute résolution numérique mais lissée par le mail-
lage trop grossier et par le temps d’évolution trop court. Pour ce qui est de
nos résultats, 'instabilité n’est apparue que lorsque qu’il y avait un couplage
avec le fluide parfait et séparation.

5.3 autres équations

Face a cette impasse, une formulation étendue de la couche limite interactive
(Smith & all 84) pourrait étre mise en oeuvre:

Ou Ou_g, Quy 0w Ou_ O 10w vy 00yl P
dr oy ot "or "oy ax ROy ol lar Ty

Le fluide parfait restant couplé par ’épaisseur de déplacement. Smith &
all 84 ont montré que la courbe neutre complete était incluse dans ce systeme
car ces équations ont été obtenues en "repéchant” les différents termes qui
apparaissent dans les équations de la stabilité linéaire de la couche limite.
La voie est a explorer.
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6 Conclusion

Au terme de cette revue nous dirons que notre objectif initial a été atteint: la
mise en oeuvre d’un code de couche limite instationnaire. Il permet de retrou-
ver les principaux problemes déja exposés dans la littérature: ’explosion de
la couche limite au bout d’un temps fini et son instabilité dans le cas interac-
tif. Le probleme du franchissement n’a pas été abordé, et reste un probleme
ouvert. Nous avons simplement rattrapé les dix ans (au moins) de retard
que nous avions sur le sujet mais pas apporté de grandes nouveautés. Pour
se consoler de cela mais surtout des problemes inhérents a la couche limite
instationnaire, on dira que les séparations étant néfastes en aérodynamique,
ce code peut au moins calculer de maniere pratique des effets instationnaires
de couche limite ne présentant pas de courant de retour. La conclusion finale
sera, en toute simplicité, celle de Dologalski & all 94: 7 Une possibilité at-
trayante serait un schéma interactif hybride dans lequel un calcul de couche
limite instationnaire serait couplé a une résolution des équations d’Euler in-
stationnaires... Ce probléme a grand nombre de Reynolds peut étre considéré

comme ['un parmi les plus importants a résoudre de la mécanique des flu-
ides.”
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