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R�esum�e

L�onde de pouls qui se propage le long d�une art�ere est un cas d�inter�
action �uide structure o�u de nombreux ph�enom�enes interviennent� Dans ce
travail� on prend en compte les e�ets les plus importants� e�ets dissipatifs
	visco�elasticit�e de la paroi� viscosit�e du �uide
 et les e�ets nonlin�eaires 	loi
nonlin�eaire de paroi� terme convectif de Navier�Stokes
 mais nous n�egli�
geons la variation suivant la coordonn�ee axiale x des caract�eristiques de
l�art�ere� �A l�aide d�une m�ethode int�egrale adapt�ee au cas instationnaire de
l��ecoulement sanguin� on r�eduit cette �etude �a un mod�ele monodimension�
nel� Il est d�e�ni par un syst�eme de trois �equations aux d�eriv�ees partielles
nonlin�eaires coupl�ees d�ependant du temps t et de la variable axiale x� Ce
syst�eme r�egit l��evolution de trois grandeurs� le rayon interne de l�art�ere
R	x� t
� la vitesse au centre U�	x� t
 et une quantit�e q	x� t
 exprimant l�ef�
fet de la couche limite instationnaire sur l��ecoulement� On pr�esente ensuite
quelques r�esultats d�une simulation num�erique de ce syst�eme�

blood �ow in arteries� nonlinear and dissipative e�ects�

We de�ne a model for the transmission of the pressure pulse in the arte�
rial system where dissipative e�ects 	blood viscosity� vessel viscoelasticity
�
nonlinear phenomema 	nonlinear elasticity� convection e�ect
 are included�
Tapering of arteries are not considered� Using a method analogous to the
well known Von K�arm�an�Pohlhausen method but transposed here for a
pulsatile �ow� we end up with a system of three coupled nonlinear partial
di�erential equations depending only on time and axial coordinate� This
system governs the dynamics of internal artery radius R	x� t
� center ve�
locity U�	x� t
 and q	x� t
 a quantity related to the presence of boundary
layer e�ects� Finally� we present some numerical computations for this set
of equations�

English abridged version

We believe that the study of blood �ow and arterial wall motion is usefull
to understand the pathology of the arteries� The transmission of pressure pulse
in the arterial system is known to depend on various factors such as dissipative
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e�ects �viscosity� visco�elasticity in the vessel� or nonlinearities �nonlinear elasti�
city of the wall� nonlinear convection term in Navier�Stokes�� We introduce here
such e�ects and reduce our description to a system of three partial di�erential
equations� Following Pedley �Ped	
�� we assume that the most dominant feature
of the �ow is the wave propagation� In this context� the ratio �� � R��� between
the internal radius R� and the axial wavelength � is a small parameter of the
problem comparable to the ratio of the perturbed �uid velocity over the high
celerity of propagation� If we disregard terms in the general system up to power
��� that is if we use a longwave length hypothesis� we obtain a system of boundary
layer�like equations ��� and ���� plus an equation for speed U� along the artery
axis �	��
Two other parameters appear in the Navier�stokes equations� Parameter ��

caracterizes nonlinearity and the Womersley number � quanti�es the e�ect of
viscosity� To reduce even more this system� we transposed here the Von K�arm�an�
Pohlhausen method for a pulsatile �ow� After an integration over the artery
section� we end up with a system of two partial di�erential equations describing
the global mass ��� and momentum balance ���� Here q expresses the defect of
momentumdue to viscous e�ects ���� it is analogous to the displacement thickness
�� in Boundary Layer Theory� Moreover � is a function de�ned by ����
Similarly as in Aerodynamics it is necessary in order to close the system to

introduce some information about the velocity pro�le� Thereafter we assume that
the radial dependance of the velocity pro�le is similar to the analytical expressions
��� found in the linear theory by Womersley �Wom���� This allows to compute
the expressions ��� as functions of �� Finally� we provide a phenomenological
wall law ��� which contains viscoelaticity and nonlinear behavior�
These equations are then numerically solved by a Adams Bashford method�

We show the in�uence of viscoelasticity and viscosity on pressure when non linear
terms are neglected ��g���� On �g� non linearities are added� We present as well
some corresponding velocity pro�les on �g���

� Introduction

L��ejection p�eriodique du sang dans l�aorte est �a l�origine d�une onde de pres�
sion� le pouls� se propageant dans le syst�eme art�eriel� L��etude de cet �ecoulement
a �et�e l�objet de nombreuses �etudes th�eoriques et exp�erimentales �Pedley� �Ped	
��
Zagzoule et all �ZKNM���� Rogova et Flaud �RF����� Le fondement de ces travaux
r�eside dans la conviction qu�une connaissance plus approfondie de la dynamique
du pulse cardiaque permettra de d�egager des m�ethodes de d�etermination de l��etat
pathologique d�une art�ere in vivo� Exp�erimentalement on observe que la propa�
gation du pouls s�accompagne� �a mesure que l�on s��eloigne de l�aorte� d�un ac�
croissement de l�amplitude de l�onde de pression� d�un raidissement de cette onde
ainsi que d�une att�enuation de la vitesse de l��ecoulement �Mac Donald��McD�����





De nombreux ph�enom�enes in�uent sur cette �evolution spatio�temporelle� En de�
hors de l��elasticit�e lin�eaire de la paroi et du terme d�acc�el�eration de Navier�Stokes
qui sont les ingr�edients essentiels de la propagation �Lighthill� �Lig����� il semble
n�ecessaire pour d�ecrire plus �nement l�onde de pouls d�introduire dans une �etude
a� les ph�enom�enes dissipatifs li�es �a la visco�elasticit�e de la paroi ou bien �a la vis�
cosit�e du sang� b� les ph�enom�enes nonlin�eaires associ�es aux e�ets convectifs dans
le �uide ou �a la relation reliant pression transmurale et lumi�ere de l�art�ere � ce
que traduit l�augmentation du nombre de Young incr�emental de la paroi avec la
pr�econtrainte�� c� le caract�ere conique des art�eres ainsi que les ph�enom�enes de
re�exion des ondes aux bifurcations art�erielles�
La plupart des �etudes introduisant les e�ets visqueux ou visco�elastiques n�e�

gligent les e�ets non lin�eaires� Inversement l�introduction de termes nonlin�eaires
dans les �equations s�e�ectue g�en�eralement dans une approche de type �uide par�
fait pour lequel le pro�l des vitesses est constant dans la section de l�art�ere� Dans
ce travail� on prend en compte tous ces e�ets dans le cadre d�un mod�ele mono�
dimensionnel� On se ram�ene �a ce type de mod�ele par une s�erie d�approximations
que l�on justi�e �a l�aide des donn�ees physiologiques� �A partir des �equations de
base� on d�e�nit un probl�eme de type couche limite instationnaire coupl�ee �a une
paroi d�eformable� L�originalit�e de notre d�emarche� consiste �a expliciter une for�
mulation int�egrale de ce probl�eme coupl�ee �a une relation de fermeture� On obtient
cette derni�ere relation �a l�aide d�une approximation de type Pohlhausen que l�on
a adapt�ee au cas instationnaire� Cette m�ethode est e�cace et �economique pour
prendre en compte la viscosit�e du �uide et l�existence de pro�ls instationnaires
que l�on observe dans l��ecoulement sanguin� Ceci est indispensable dans le cadre
d��etudes ult�erieures visant �a remonter� �a l�aide d�une m�ethode inverse �Chavent
�Cha����� �a certaines caract�eristiques de la paroi art�erielle ou du cisaillement pa�
ri�etal�

� Le mod�ele dynamique�

Le sang est suppos�e homog�ene� newtonien de viscosit�e cin�ematique �� incom�
pressible de densit�e � uniforme� et l��ecoulement axisym�etrique� Ces hypoth�eses
sont valables si a� on consid�ere des art�eres de diam�etre su�samment grand b�
si on n�eglige la nature visco�elastique du �uide ou s�il est possible de d�e�nir une
viscosit�e renormalis�ee �Flaud et Quemada �FQ	
��� L��ecoulement est d�ecrit par
la composante axiale u�r� x� t� et radiale v�r� x� t� de la vitesse� par la pression
p�r� x� t� et par le d�eplacement de la paroi situ�ee en r � R�x� t�� Il satisfait les
�equations de Navier�Stokes et l��equation de continuit�e auxquelles on adjoint des
conditions aux limites couplant le �uide avec la paroi art�erielle� En dehors de la
condition dynmique ���� il s�agit des deux conditions cin�ematiques d�adh�erence �a
la paroi�
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v�r� x� t�jr�R � �R

�t
� u�r� x� t�jr�R � 
	 ���

La derni�ere �equation impose aux mouvements de la paroi d��etre seulement ra�
diaux� Cette hypoth�ese est justi��ee par la liaison m�ecanique des art�eres aux tissus
environnants� Ces conditions �etant impos�ees sur une surface en mouvement dont
la dynamique n�est pas connue �a l�avance� on e�ectue un changement de variable
en introduisant une variable r�eduite �
 � r�R�x� t�� Ceci permet d��ecrire des condi�
tions sur une surface �xe en �
 � � mais introduit des termes suppl�ementaires dans
les �equations�
L�onde de pouls satisfait en premi�ere approximation une �equation de propa�

gation caract�eris�ee par une vitesse c�� connue sous le nom de c�el�erit�e de Moens�
Korteweg� de l�ordre de � �a �
m�s� Vu la pulsation cardiaque �� � �f avec
f � �� s���� le rapport �� �

R�

�
entre le rayon interne de l�art�ere non perturb�e

R� et la longueur d�onde � qui est donc de l�ordre du m�etre� est un petit para�
m�etre� Exp�erimentalement �� ne d�epasse pas �
��� Si on n�eglige tous les termes
plus petits que ��� dans les �equations g�en�erales mises sous forme adimensionnelle�
on se ram�ene �a un probl�eme de type couche limite�
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Pour la mise sous forme adimensionnelle des �equations� on a utilis�e� �x � x
�
�

�t � tf � �v � v
�Rf
� �u � u

u�
� o�u �R et u� �

�R
R�

�f � �R
R�

c� sont respectivement

les jauges du d�eplacement de la paroi et de la vitesse longitudinale� Dans ��� le
param�etre �� �

�R
R�

� u�
c�
caract�erise l�importance des termes nonlin�eaires dans le

�uide et la paroi� Ce param�etre est exp�erimentalement de l�ordre de 
��� En�n
le nombre de Womersley �Wom��� � � R�

q
�
�
� rapport entre le rayon interne de

l�art�ere et l��epaisseur de la couche de Stokes d�ecrit l�importance des e�ets visqueux
dans le �uide� Si � est grand� le pro�l des vitesses est assez plat� Plus � est petit�
plus on se rapproche d�un �ecoulement instationnaire de Hagen�Poiseuille� Dans
l�art�ere f�emorale� on trouve par exemple des valeurs � � �� ��
Une description compl�ete de la dynamique n�ecessite la donn�ee d�un mod�ele

de paroi art�erielle� Dans ce travail pr�eliminaire� on a volontairement choisi une loi
ph�enom�enologique simple qui contient les deux e�ets majeurs� l�amortissement
structurel et le comportement de type mat�eriau �elastique non�lin�eaire� Elle s��ecrit
sous forme adimensionnelle�
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On peut inclure sans di�cult�es la conicit�e� la tension longitudinale l�inertie�
l�in�uence du frottement pari�etal �Ohayon et Chadwick �OC		���

� Equations int�egrales dans le �uide

Dor�enavant� on est implicitement sans dimensions� Dans cette section on
montre commment tenir compte de la variation radiale du pro�l des vitesses
li�ee aux e�ets visqueux dans un mod�ele monodimensionnel o�u la variable radiale
n�appara�!t pas explicitement� Pour ce faire on adapte les m�ethodes int�egrales de
Von K�arm�an pour le traitement des couches limites stationnaires en a�erodyna�
mique �Le Balleur��LeB	�� au cas instationnaire ��� ���� On int�egre les �equations
par rapport �a la variable radiale 
 entre l�axe du tuyau et la paroi� c�est��a�dire
pour 
 compris entre 
 et �� La forme int�egr�ee introduit la vitesse au centre U��
la perte de d�ebit�masse due aux e�ets visqueux q et un terme nonlin�eaire associ�e
au terme de convection dans Navier�Stokes � �

q � R��U� � 
Z �

�
u
d
� � � R��U�

� � 
Z �

�
u�
d
�	 ���

On remarque que q est l��ecart du pro�l des vitesses au pro�l plat de �uide
parfait� l�analogue de l��epaisseur de d�eplacement ���
De l��equation de continuit�e et des conditions d�adh�erence �a la paroi� on obtient

l��equation�

�R�

�t
 ��

�

�x
�R�U� � q� � 
� ���

Les m�emes manipulations sont e�ectu�ees pour l��equation de quantit�e de mou�
vement ���� On en d�eduit une relation portant sur l��evolution de q�

�q

�t
 ���

�

�x
� � U�

�

�x
q� � ��

��
�  � �

�u

�

�j��� � ��

�u

�
�
�j���� ���

De la m�eme �equation ����on d�eduit une relation pour la vitesse au centre du
tuyau�

�U�

�t
 ��U�

�U�

�x
� ��p

�x
 

�

��

�
R�

� � � �
��u

�
�
�j���	 �	�

Des informations relatives �a la dynamique dans une section sont �evidemment
perdues par cette int�egration� Dans la suite on esp�erer retrouver les comporte�
ments radiaux essentiels �a l�aide d�une hypoth�ese de fermeture�
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� fermeture

Comme en a�erodynamique� le syst�eme d��equations globales ci�dessus n�est
pas un syst�eme ferm�e puisque l�on ne connait pas la d�ependance de ��  et
� en fonction de q� U� et R� Ces relations sont li�ees �a la d�ependance radiale
du champ de vitesse longitudinale� Une m�ethode originale� due �a Pohlhausen
�Schlichting��Sch	��� permet de trouver de telles relations� Elle consiste �a se don�
ner a priori un champ des vitesses qui respecte les conditions aux limites ���
et approche au mieux les pro�ls exp�erimentaux� Nous gardons ici l�esprit de la
m�ethode mais nous l�adaptons au cas instationnaire� Dans la recherche d�un pro�
�l� nous sommes guid�es par l��etude du probl�eme puls�e lin�earis�e pour lequel nous
disposons de la solution analytique de Womersley �ecrite en formulation complexe
�Womersley� �Wom�����

UWomersley � �F �x� t�  iG�x� t���jr��
�  iji��
��	 ���

avec

�F �x� t� iG�x� t�� �
kp

�
��� �

J��i�����
�ei��t�kx�� �jr iji� �

�
B���

J��i������
J��i�����

� � �
J��i�����

�
CA 	

Dans la suite� on approxime le champ des vitesses en conservant la m�eme
d�ependance en variable radiale 
� D�une certaine mani�ere� on suppose donc que
c�est le mode fondamental qui impose la structure radiale de l��ecoulement� On
pose donc�

u � �� ��F  iG��jr  iji�  cc� � �Fjr �Gji�� ��
�

o�u F �x� t� etG�x� t� sont deux fonctions inconnues d�ecrivant l��evolution spatio�
temporelle du pouls et cc le complexe conjugu�e� On v�eri�e que la fonction F �x� t�
correspond �a la vitesse au centre de l�art�ere U��x� t�� Elle joue le r�ole de la vitesse
ext�erieure en a�erodynamique� La fonction G�x� t� s�exprime comme�

G�x� t� �
q�R� � U�  U�

R �
� jr
d



R �
� ji
d


	 ����

�A partir de ces relations� on calcule les fonctions �� le cisaillement pari�etal 
et le cisaillement au centre � en fonction de la vitesse au centre de l�art�ere et de
la fonction q�

� � �qq
q�

R�
 �quqU� �uuR

�U�
� �  � q

q

R�
 uU� � � �q

q

R�
 �uU�	 ���

Les coe�cients ���qq� �qu� �uu�� �q� u�� ��q� �u�� sont des fonctions de � qui
s�expriment par des combinaisons d�int�egrales et de d�eriv�ees des fonctions de
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Bessel� Pour m�emoire ces coe�cients varient peu pour � � �� On trouve respec�
tivement pour � petit et grand�
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Les �equations ��� ��� ���et �	� avec la "fermeture" ��� d�e�nissent un syst�eme de
quatre �equations monodimensionelles reliant la pression� la lumi�ere de l�art�ere� la
vitesse au centre et la perte de d�ebit masse�

� R�esultats num�eriques�

Le syst�eme est r�esolu par une m�ethode de Adams Bashford o�u on se donne
des conditions sur le rayon �a l�entr�ee et �a la sortie� et o�u toutes les quantit�es sont
nulles �a t � 
� On a valid�e ce code en reproduisant la solution deWomersley� Dans
la suite� on pr�esente des r�esultats pour lesquels on impose h�t� x � 
� � sin���t��
une caract�eristique sortante �a la sortie et les valeurs physiologiques suivantes Ped�
ley �Ped	
�� � � �� �� � 
� �� �� � 
� �� �� � 
� �� Sur les �gures � et � la pression
en x � 
� ���� �� est repr�esent�ee en fonction du temps et d�ephas�ee de x�c� pour
�eliminer la propagation de l�onde lin�eaire non dissipative� On met en �evidence sur
la �gure � les e�ets de dissipation visqueuse et visco�elastiques lorsque les termes
non lin�eaires sont n�eglig�es� Pour les cas examin�es ces deux e�ets sont du m�eme
ordre de grandeur et induisent une d�ecroissance de l�amplitude� Par ailleurs le
maximum de l�onde est retard�e par les e�ets visqueux� Cet e�et est contrecarr�e
par les e�ets nonlin�eaires qui accroissent la vitesse de propagation de cette onde
��gure �� Elles conduisent �egalement �a un raidissement du front d�onde� Com�
parativement� le terme non lin�eaire de convection est plus faible que le terme
non lin�eaire de paroi� Ce mod�ele permet donc de retrouver la majorit�e des e�ets
connus dans une approche tr�es simpli��ee� De plus il pr�edit des pro�ls de vitesses
r�ealistes �c�f� �gure � repr�esentant les pro�ls de vitesse en x � ���� On notera
que� dans cette approche� il est possible d�inclure d�autres e�ets� visco�elasticit�e du
�uide� conicit�e des art�eres� in�uence du cisaillement sur la loi de paroi� re�exions�
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