P.-Y. Lagrée, Equation de la Chaleur en Axi & en 3D

Equation de la Chaleur en
Axisymétrique & en 3D

Dans ce chapitre nous faisons un bilan d’énergie pour établir I’équation
de la chaleur en axisymétrique. On pourrait faire de méme en sphérique.
On présente aussi I’équation de la chaleur en 3D finale avec ses conditions
aux limites.

1 Equation de la chaleur pour un milieu axi symétrique

1.1 Bilan pour un milieu axi symétrique

Un milieu axi symétrique possede une symétrie de révolution autour d’un
axe privilégié. On utilise les coordonnées polaires (r,0,z), mais seule la
variable r est utile. L’invariance par rotation fait que la température ne
dépend pas de 6 et 'invariance par translation le long de 'axe fait que z

n’est pas utile.
' r+dr

)

q(r + dr)

Figure 1: Bilan sur une tranche cylindrique élémentaire.

Sur ’anneau fixe représenté sur la figure ici, par unité de longueur en z,
on a:
e pour la conservation de I’énergie, une quantité pe(r,t)2rrdr dans 'anneau
d’épaisseur dr de rayon r et de surface 2wrdr.
e Il y a un flux rentrant en r qui est g(r,t) , ce flux rentre a gauche, donc il
contribue pour ¢(r,t)(27rdr) a augmentation de e
e Il y a un flux sortant en r + dr qui est g(r + dr,t)2w(r + dr)dr, il est
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sur une surface plus grande, ce flux sort a droite, donc il contribue pour
—q(r +dr,t)2n(r + dr)dr et diminue 1’énergie

e 5'il y a création de e, avec un taux disons 7.(r), il faut compter r.(r)27rdr
en plus.

Au total, et par définition de la dérivée en r : (r + dr)q(r +dr,t) = rq(r) —
dr%(rq(r,t)) + ..., donc

pcp%T(T, t)(2nrdr) = —88 (rq)dr(2mdr) + re(r,t)(2mrdr)

o
soit 5 9
pCpaT(T, t) = _E(TQ) + TC(Ta t)
Puis en mettant la loi de Fourier:
oT
k

q=— E

1.2 Equation de la chaleur pour un milieu axi symétrique

L’équation de la chaleur devient:

0 0 orT
pc/paT(r, t) = = <kTE> + re(r,t).

Nous allons voir quelques exemples en stationnaire.

1.3 Exemples de résolution stationnaire
1.3.1 Tuyau a températures imposées

i) cas standard

Soit un tuyau de rayon intérieure r1 et de rayon extérieur rg, a 'intérieur il y
a un fluide qui impose sa température 717, ’extérieur impose sa température
Ts, il n’y a bien sir pas de source de chaleur dans la paroi; k£ est constant:

d (dT
0= (a)
donc rdT'/dr = A, soit dT' = Adr/r et ainsi T' = Alnr + B

Inr Tilnry — Thlnry

T=(T- Tl)ln(m/ﬁ) in(ra/m)
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ou encore

In(r/ry)
T ="1T; Ty —T])———
1+ (To 1)ln(r2/r1)
on calcule le flux )
=-k(Ty —T))—————
4 (T2 1)7“ln(7“2/7“1)

Le probleme est résolu.

ii) cas standard
Le flux total en r pour un troncon de longeur L est puisque la surface est
2mrL:

qS = q2nrL

soit, pour tout 7:
1

In(ra/r1)
Le flux est bien conservé. La résistance thermique est donc par définition

R o (T1 — TQ) o ln(?”Q/Tl)
YT ¢S 2mLlk

qS = 27TL/<3(T1 — TQ)

La résistance thermique axisymétrique est donc différente du cas 2D plan

_In(ra/r)
== Tk

iii) cas d’une paroi trés mince

On vérifie ensuite que si ro — r; est petit par rapport a ri, le tuyau se
comporte comme un mur. Posons, r = r; +x avec z << ry et 1o — 11 = €,
0 <z <e. On a alors:

In(r)=lInry +x/r1+ ... et In(re/r1) =h/ri + ...

donc la température devient:

T = %[(TQ —T)(Inry + x/r1 + ...) + Thlnry + €Ty /r1 — Talnr)] + ...

soit ,
1
T = ;[(Tg —Ty)x/r +eTh/r] + ...

on retrouve bien la dépendance linéaire en température au travers de la paroi
fine: o

x —
T=(Ty—T)— +T1+..de méme q = —kw.
e

(&
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De méme, la résistance thermique est donc

In(ro/r1)  In(1+ (r2—r1)/r1)  In(1+e/r1)

2n Lk 2n Lk 2n Lk

donc si I’épaisseur est petite, comme In(1l + ¢) ~ &, la résistance devient a
peu pres:
e
]{(27'(7“1[/)
soit la résistance d’un mur plan de méme surface.

Retenons que si le rayon de courbure d’une paroi est bien plus grand que
son épaisseur, la paroi se comporte comme un mur plan.

1.3.2 Tuyau température imposée/ flux imposé

On peux aussi imaginer les conditions suivantes: 7" = T} en r1 et un flux

q = CI2 €1 79.
d drT
0= (r)

donc dT'/dr = A/r, et T = Alnr + B, soit T} = Alnry + B, calcul du flux
g2 = —kA/rs.
In(r/ry)

T =11 — qgors ’

1.3.3 Tuyau température imposée/ coefficient d’échange

On peux aussi imaginer les conditions suivantes: T'= T3 en rq et un flux de
convection ¢ = h(T» — T ) sur le rayon externe en ra.

0= ()

donc dT'/dr = A, et T = Alnr + B, soit T} = Alnr, + B, la température en
ro sera telle que To = Alnro+ B, mais en plus, le gg = —kA/ry = h(To—Tw).
Donc ’égalité des flux (en fait conservation de ¢27r) donne

—k(Ty — T2)/(In(r1/72)) = (hr2) (T2 — Tix)

1
KT =Too) (1= g atrar )

_ Ti+(hraln(r1/r2)/k)Too _
donc Tp = =L 1+h§'2[7’b(§”1/§”2)/k’ et g = — ra2(log(r1/r2)) et
In(r/r
T=1T — Q27“2(k/1)-
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1.3.4 Assemblages Résistances Axi

On se donne un tuyau, en son centre circule un fluide a la température Tj,¢
a Pextérieur il est baigné par un autre fluide de température Te,:. Soient
hint €t hegt le coefficients d’échange a 'intérieur et a 'extérieur. Ce tuyau
de rayon intérieur r1 et extérieur rs est constitué 4 matériaux différents de
conductivité ki ko k3 et k4. Nous allons calculer les température T; aux
rayons r; (i =1,2,3,4,5).

'

Line 11 Ty T3 Ty Ti
L T2 T3 T4 Tj

Temt

~N

Teact

’_

1 () In(2) In(%) In(%)

T2

1

-::> 97 Ry Lhin; 2nLk; 2nLky 21Lks 2nLks 27 Rs Lhony

T2 TS Résistances équivalentes

=,

Figure 2: Tuyau constitué de plusieurs pelures de matériaux différents
modélisé par des résistances...

Nous venons de voir que le flux est conservé, et qu’entre entre deux points
i et i+ 1 de température T; et T;11 le flux est conservé ¢;S; = ¢i+15:+1 (on
note ¢S le flux qui circule).

Soit R; la résistance entre ces deux points, on a donc

T —Tita In(rig1/ri)
i = ———¢et Ry = ———F—
4 R, ol oLk

Nous pouvons donc assembler les résistances thermiques. Sur le dessin,
on en a mis 6! Il y a d’abord la résistance (1/inductance) de convection
N . S 1 . ,

a lintérieur du cylindre Rint = 5—p77— RiLhi; Puis de r1 de température 77 au
r2

R . L n(2)
rayon ro a la température 75 on a la résistance Ry = o LT}CI puis etc on a

une suite des résistances des différentes pelures, Rz, R3 qui se termine par
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R4 et par le rayon extérieur r5, de température 75 et enfin par la convec-

tion extérieure, on a une résistance R, = W]-Lht qui passe ensuite a la
5 ex

température T,; au loin. La résistance totale est:

1 In(2) In(2) In(32) In(32) 1

R —
ot or R Lhyy | 2mLk; | 2mLky | 2mLks @ 2mLky ' 27 RsLhey

Comme on connait Tz et T;,: on a le flux total
qS = (Tert - T%nt)/Rtot

on peut ensuite calculer la suite des températures

Rint

Tl — Ent + Ri(Text - Tlnt)
tot
R
T2 = Tl + R ! (Text - Tznt)
tot
R
Ty =T + 5 (Teat — Tint)
tot
R
Ty = T3+ = (Toas — Tint)
tot
R
T5 - Tl + R74(Temt - Tznt)
tot

1.3.5 Création volumique

On pourrait examiner le cas du fil électrique avec production de chaleur par
effet Joule, soit r; le tau de création de chaleur par effet Joule...

. . 3 . .
donc la température est maximale au centre T = T — “0—. 1l s’agit aussi

du probléeme du crayon de matériau radioactif dans le coeur de la centrale.

1.4 Rayon critique d’isolation

On se doute que si on rajoute de plus en plus d’isolant contre un mur, moins
on aura de transfert thermique. En fait, pour les cylindres ce n’est pas vrai!
Prenons un cylindre de rayon extérieur 1 maintenu a la température 77, on
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met un isolant ensuite jusqu’a un rayon ro, I’ensemble est ensuite refroidi
par convection. Soit T la température au loin. Le flux qui sort est :

T — T Log(ra/r1) 1
§= L= Rigol = Reomy =
1 Risol + Reonv avee: His 2nLk ’ cony 2mhra L

Si on cherche le maximum, on voit que ¢S passe par un maximum (soit

d(¢S)/drs = 0) pour QTQ}TL,C - zﬂhlr%L = 0, soit pour ry = 7, avec:
k
re = —
)

pour les rayons inférieurs a cette valeur, isoler le tuyau augmente le
transfert thermique!

0.95 TOO
0.9
§ 0.83
U= 0.3
0.75
0.7
] 0.3 1 1.5 2
7"2/Tc
Figure 3: Le flux passe par un maximum (%) en fonction de

. 2w Lk 27wkl
I'épaisseur roh/k

En pratique, pour de I’eau chaude dans un tuyau avec un refroidissement
par convection naturelle par de 'air, on a h ~ 5W/m? K, pour un matériau
isolant dont k ~ 0.05W/mK, cela donne un rayon critique de lem. En con-
vection forcée, le rayon serait plus petit. On peut donc isoler sans se poser
de questions les tuyaux d’eau chaude.

En revanche, pour un fil électrique, le rayon du plastique est plus petit
que I'épaisseur critique. L’isolant augmente donc le transfert thermique du
fil.
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2 Forme 3D

2.1 Forme générale globale

Les équations fondamentales peuvent étre en toute généralité écrites sous la
forme:

variation temporelle = terme de flux 4 création intérieure

& o= 703+

pe est la quantité qui est conservée, ici ’énergie massique.

? est le flux de chaleur

r est le terme source volumique de création d’énergie.

Nous allons écrire cette équation sous forme locale, pour cela examinons

lintégrale de flux:
J[@-a¥

Si on s’intéresse a un petit volume dxdydz, cette quantité est en fait:
—qe(2,y, 2)dydz + q.(x + dz,y, 2)dydz—
—qy(x,y, 2)dzdz + qy(z,y + dy, z)drdz—
—q.(x,y, z)dydx + q;(x,y, z + dz)dydz.

or, par développement limité

—q(x,y, 2)dydz + ¢, (x + dx,y, z)dydz = das%qxdydz + ..
x

—qy(z,y, 2)dydz + qy(x,y + dy, 2)dydz = dyaaqyd:vdz + ...
x

—q(x,y, 2)dydz + q.(z,y, z + dz)dydz = dz ng dydx + ...
x

Soit dv = dxdydz, 'intégrale du flux devient

0qy aql/ 0q.
(6$ + Ox + ox

Ydxdydx + ...

qui est aussi

dw(?>:?~?:(%+%ﬁf+%§)

On en déduit que

_//7.dg>://(_€.7)dxdydz

c’est le théoreme de Green Ostrogradski.
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2.2 Forme locale

L’expression du flux de chaleur par la loi de Fourier en 3D:
7 = —kVT

on écrit aussi
7 = —k gradT

L’équation de la chaleur en 3D s’écrit donc:
pcp%T(x,t) - V. T+
compte tenu de la loi de Fourier:
pcp%T = 9 . (k?T) + 7.
soit lorsque le milieu est homogene:

pcpgtT = k?2T + .

soit sous forme développée:

0 0? 0? 0?

e on écrit aussi ’équation de la chaleur avec le Laplacien que 'on note A

pcpaatT = kAT +r.

e conditions aux limites (sur chaque portion de paroi) :
OU - température pariétale imposée (”Conditions de premiere espece”):

T="T,

OU - flux pariétal imposé (”Conditions de seconde espece”):

oT
k| =
an |p ¢p
OU - flux pariétal relié a la température pariétale et a la température

extérieure par le coefficient d’échange (”Conditions de troisieme espece” ):

or
—k%|p = h(Tp — Tear)-
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3 Conclusion

Nous avons établi I’équation locale de la chaleur 1D (z), en axi (x,r) et en
3D (z,y,z) (on pourrait le faire en sphérique).

Nous avons présenté des solutions stationnaires a température ou flux imposé
ou coeflicient d’échange.
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