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Transferts Thermiques
dans les fluides.

Refroidissement d'un pot

Cours M FE202 s
d'échappement

Durée: 2 heures Tout document personnel autorisé.

On veut étudier les transferts autour du pot d'échappement d'un véhicule. Le véhicule est a
I'arrét, le moteur tourne depuis assez longtemps pour qu'un régime stationnaire en temps
soit obtenu (on a donc /fit=0). On oublie le bas de caisse du véhicule. Le vent est nul.
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I'épaisseur de la paroi (a<<R), ¢
I'accélération de la pesanteur, on utilise
les coordonnées cylindriques r,g, on
choisit de mesurer q a partir de la
verticale basse. q=0 est donc la ligne

région chaude
en mouvement

inférieure du pot, le voisinage du bas du
pot est la région ou q est faible, c'est
cette région que nous examinons au |l et
[11. et nous établirons que localement on
peut trouver une solution de similitude.




[. 1. A l'intérieur du tuyau, les gaz chauds provenant du moteur se déplacent assez vite. De
quel régime de transfert de la chaeur sagit-il vraisemblablement?

Laparoi du tuyau est chauffée par le gaz a l'intérieur, et refroidie par I'air a l'extérieur, de
quel régime de transfert de lachaeur sagit-il?

Ce tuyau est refroidi par I'air extérieur, de quel régime de transfert de la chaleur sagit-il
vraisemblablement?

1.2. Ecrire (sous forme compacte avec des N et des N2) les équations générales de la
mécanique des fluides associées aux trois domaines ainsi que les conditions aux limites que
vous estimez pertinentes (a1'entrée du collecteur on se donne un gaz chauffé par le moteur
avec un débit initial).

Il Le probléme complet étant compliqué, on vaici commencer par simplifier le probleme de
I'extérieur du tuyau.

[1.1. On fait une approximation par tranches: comment doit é&tre la longueur du tube par
rapport & sa section et quelle hypothése sur v, doit on faire pour que I'on puisse supposer
qu'il sagit d'un probléme ou chague tranche de tuyau se comporte comme un cylindreinfini
de température T,y donnée?

[1.2. On examine donc le probléme constitué d'un tube infini de température T,y donnée
plongé dans une atmosphere au repos de température Ty. Le tube chaud crée une couche
limite thermique de convection naturelle d'épaisseur relative e (e<<1) par rapport au rayon

R. On se place dans |'approximation de Boussinesq.
On rappelle I'équation de I'i ncompr bilité en cyli ndrique:

T ﬂr(r Vr) +f —vq Z(VZ) =0.

Que devient ellepour r =R (1+e y)et rqg=R X, onremarque que X est |'abscisse
curviligne) et (vi=VoV et vg=UqU) avece<<1.

11.3 Adimensionner latempérature et écrire fq et f les composantes dans le repere (r,q) de
laforce motrice d'Archimede due alalégere dilatabilité du fluide (notée a) dans le cadre de
I'approximation de Boussinesq, fq et f; apparaissent dans les questions 11.4 et |1.5.

11.4. On rappelle I'équation de Navier Stokes suivant vq en cylindrique'
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Lapression"p" est ladéviation ala pression hydrostatique.



Montrer que I'on peut choisir e de maniére a garder le maximum de termes dans cette
équation. Construire et nommer le nombre sans dimensions obtenu. Donner Ug en fonction
des données du probléme.

[1.5 On rappelle que dans I'équation de Navier Stokes suivant v, en cylindrique il y a
principalement ces deux termes (les autres éant petits):
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[1.6 On écrit I'équation de la chaleur sous laforme:
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Quelles sont toutes les hypotheses qui permettent d'écrire cette équation sous cette forme.
Adimensionner et fairetendre e vers 0.

[11.1 Montrer quel'on aboutit au systéme suivant:

o A o _
W, WVoo, G gl T P Y+Tsng, 0= -TP
x Ty ™ v ™ T Ty
~1T_T+\7ﬂ‘—P 1.”T
™> Ty T2

Quelles sont les conditions aux limitespour U, v et T eny =07?
Quelles sont les conditionsen y ® ¥ pour u, T et p? En déduire que p est nul.

[11.2 Commentez la signification physique de chaque terme retenu.

[11.3 On se place au voisinage de q=0, c'est a dire que |'on est tout en bas prés du point
d'arrét inférieur, montrer que sin(q) ~ X + ... Ecrire le nouveau systémeissu de I11.1.

111.4. On est au voisinage du point g=0, on remplace sin(q) par X dans|1.1. En déduire que

I'on peut chercher la solution de ce nouveau systéme sous la forme d'une solution de
similitude delavariadbleh=y.

111.5. Vérifier que U=xf'(h) et v=-f(h) et T =g(h) conviennent.

En déduire les équations différentielles ordinaires de la quantité de mouvement et de la
chaleur.

Préciser toutes les conditions aux limites.



[11. 6. Reproduire le dessin suivant et identifier les courbes et les axes (il y atrois solutions
correspondant a Pr=7, 0.7 et 1). Expliquer votre choix. Quelles sont les courbes pour I'air?
1

n.g
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n.2
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Tracer amain levée le champ des vitesses de part et d'autre du point d'arrét.

[11.7. Montrer que si le nombre de Prandtl devient trés grand, il faut poser h=eY et f = f F et
0=Q. En déduirelarelation entre e et Pr.

[11.8. La solution garde a peu pres la méme forme lorsque q augmente, que se passe-t-il a
votre avis pour q supérieur ap/2?

IV.1 Ecrire lI'expression du flux de chaleur avec dimensions prés de g=0. On suppose dans
la suite que ce flux de chaleur est en fait valable pour g non nul, c'est a dire pour tout le
cylindre. Commentez cettte hypothese.

IV. 2 Ecrire I'équation de la chaleur dans la paroi en régime établi en sachant que a<<R.
Ecrire les conditions aux limites & I'extérieur. On suppose que ke>>k (ks conductivité
thermique du solide, on suppose de plus ((a/R)(k/ks)Gri/4<<1): latempérature varie peu au
travers I'envel oppe du tuyau.

V.3 En fait vous vous intéressez a ce qui se passe dans le tuyau uniquement. De |'analyse
précédente expliquer comment vous implémenteriez les conditions aux limites approchées en
température pour |'écoulement dans | e tuyau.

V.4 Application, on suppose de maniére abusive que I'écoulement est un écoulement de
Poiseuille laminaire et que la longueur du tuyau est de I'ordre de grandeur de R Pe. Ecrire
I'équation de la chaleur dans le tuyau et ses conditions aux limites (approchées). Attention
ici on doit tenir compte du fait que latempérature est variable en z.



Eléments de correction. Convection naturelle autour d'un cylindre

[1.1 Longueur >>Rayon, on suppose v,=0.
variaion lente en z de Tyy. Ces hypothéses nous permettent de smplifier le probleme.

[1.2 On passe dela notati on cyl indrique a des notations plus simples:

Ur=1UR+0(@ donct v (rvy) esten fateé 5 (RVoP )+ (VolR) O

r‘ﬂr
i1,

et
“nq

esienfalt (— + O(e)) donc Vop=eUq €etc etc

11.30n pose T=Ty+ T (Tyw-Ty).
suivant g et g 0N apour g: gr=gcosq et gy=-gsing donc
fr=-roga(T-Ty) cosq, et fq=roga(T-Ty) sing.

I1.4. L'équation longitudinal e nous donne
Uo?R = nUg/(eR)2=r oga (Tw-Ty)
donc Ug = (r oga (Tw-Ty)R)Y2,
puis e=Gr-V4
avec Gr=gaR3(T,~Ty)n2 nombre de Grashof.

[1.5. legradient de pression transverse est nul.

.1
Les conditions sont:
y=0,u=0,v=0T=1 et y®¥,u=0,T=0,p=0.
En effet loin de la surface, I'air ne bouge pas, |a perturabtion de pression est nulle.
[11.3. Le systeme devient:
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+ conditions aux limites
111.4. L'invariance donne u*2/x* = u*/y*2= T* x* mais T"=1 par les condtions aux
limitesdonc u"=x" et 1= 1/y*2doncy*=1.
on en déduit immédiatement laforme proposee.
[11.5 le systeme a résoudre
f*r + ff" -(f)2+9g=0 g"+Prfg =0. g(0)=1, g(¥)=0, f(0)=f'(0)=0 et f'(¥)=0.
[11.6. f'(0)=0.857777, g'(0)=-0.370476 pour Pr=0.7

La solution numérique pour trois nombres de Prandtl al'allure suivante
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111.7 Ongardeg" + Prf g = 0. qui devient Q" + F Q=0 pour el =Pr f.
f' + ff" -(f)2 + g =0, on garde la dérivé laplus élevée, doncil nereste F" + Q =0
avecf e3=1 donc e=Pr-V/4. Leflux est donc en Pr/4,

[1.8. Pour g>p/2, le terme sing devient négatif, il agit comme un gradient de pression
adverse et vafaire décoller la couche limite thermique.

IV.1. qw=-k g'(0) (Tw-Ty)R1GrV4, L'ordre de grandeur est supposé bon pour toute
lacirconférence Grl/4, Faute de mieux...

IV.2 Onpose T =Ty +DT T; I'équation delachaleur,r =R +ay

17,1 192, 12T
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_1eT m_ _ ) =
seréduita0= e avec -ksalDT - = -k g'(0) (Tw-Ty)R1GrV4 et T(0) =0.
Ty Ty

latempérature sur laparoi intérieure est DT T(-1) = (a/Ks Gw)

donc DT T(-1) /((Tw-Ty)) = O( (aR) kiks Gri/4)
enfait alR<<1, k/ks<<1, compensent Grl/4

V.3 Cette analyse n'est valable qu'en bas du pot, on suppose que |'ordre de grandeur est
néanmoins bon. On va donc remplacer I'extérieur du pot par un milieu équivalent avec ce

coefficient d'échange approché en Grl/4,

IV.4. Dansletuyau on aurait arésoudre un probleme de Graetz avec I'échelle lentement
variablez=R Pez, on poser=r/(R-a)
(1-r2) M ﬂCI }‘ﬂ ‘HQ_
ﬂz rorqr
Comme ks>>k, on néglige la variation de température a travers la paroi,
donc Tw(2) est lavaleur de la température dans toute la paroi. C'est la température du
fluide sur laparoi intérieure: q(z,1).

il vaut -k g'(0) (Tw-Ty)RL GrV4 (car le

Lefluxalaparoi intérieure est - (k/R) Ta
r

flux est constant atraverslaparoi),

f9

soit une condition mixte ﬂ—+ h(g-Ty)=0en =1, (en 7=0 ona Bl
r

=0).
fir )

avech = -g'(0) GrlV4, enfait le coefficient est approché et ne vaut pas -g'(0)



